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Abstract

In this diploma thesis we investigate in the framework of perturbative algebraic
quantum field theory the anomalies of the master Ward identity, which was
proposed in [1] as a new, universal renormalization condition. By showing the
validity of a similar identity, we get a better understanding of these anomalies.
We develop an effective field formalism and find analogies between this identity
and the quantum action principle of Lam and Lowenstein. As an application
of the master Ward identity we consider the problem of consistent interactions
between gauge fields and give a cohomological derivation of the Yang-Mills
interaction in gauge fixed BRST-formalism.

Zusammenfassung

Diese Arbeit beschiftigt sich im Rahmen der perturbativen algebraischen Quan-
tenfeldtheorie mit der Frage der Erfiillbarkeit der Master-Ward-Identitét, wel-
che als neue und universelle Renormierungsbedingung in [1] vorgeschlagen wur-
de. Wir zeigen die Giiltigkeit einer dhnlichen Identitét, in der die Anomalien
der Master-Ward-Identitéit konkret zum Ausdruck kommen. Durch die Entwick-
lung eines effektiven Feldformalismus wird es moglich, die gefundene Identitét
mit dem auf Lam und Lowenstein zuriickgehenden Quantenwirkungsprinzip in
Beziehung zu setzen. Als eine Anwendung der Master-Ward-Identitét betrach-
ten wir das Problem konsistenter Wechselwirkungen zwischen Eichfeldern und
geben eine kohomologische Ableitung der Yang-Mills-Wechselwirkungsterme im
eichfixierten BRST-Formalismus an.
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Kapitel 1

Einfiihrung

Ein zentrales Problem der theoretischen Physik ist die Angabe einer konsistenten Quanti-
sierungsmethode fiir Eichtheorien. Dieser Fragestellung liegt die Tatsache zugrunde, dass
sich die vier bekannten fundamentalen Wechselwirkungen der Materie durch Eichtheorien
beschreiben lassen. In der Quantenfeldtheorie, die den theoretischen Rahmen der heutigen
Elementarteilchenphysik bildet, wurden unterschiedliche Ansétze zur Beantwortung dieser
Frage verfolgt.

Im Pfadintegralzugang zur Quantenfeldtheorie wird die Quantisierung von Yang-Mills-
Theorien — einer speziellen Klasse von Eichtheorien — hinsichtlich der Resultate wéhrend der
zweiten Hélfte des letzten Jahrhunderts als weitgehend geltst angesehen: Nach der erfolg-
reichen Entwicklung der Quantenelektrodynamik durch Tomonaga, Schwinger, Feynman
und Dyson und zunéchst vergeblichen Versuchen, die entwickelten Methoden auf allgemei-
nere Eichtheorien zu iibertragen, konnten Faddeev und Popov [2] durch die Einfithrung
zusitzlicher unphysikalischer Felder (Faddeev-Popov-Geister) in die Lagrange-Dichte erst-
mals auch fiir nichtabelsche Eichtheorien eine unitére S-Matrix und konsistente Feynman-
Regeln angeben. Becchi, Rouet, Stora [3, 4] und Tyutin [5] reformulierten die durch die
Einfithrung der Geistfelder gebrochene Eichsymmetrie in Form einer globalen und nilpo-
tenten Symmetrie (BRST-Symmetrie). Die wesentliche Schwierigkeit bestand nun darin,
die durch die Anwendung eines Renormierungsverfahrens hervorgerufene Verletzung der
BRST-Symmetrie explizit zu kontrollieren. Unter Verwendung des auf die Arbeiten von
Lam [6] und Lowenstein [7] zuriickgehenden Quantenwirkungsprinzips wurde eine algebrai-
sche Analyse der auftretenden Anomalien moglich (algebraische Renormierung [8]). Die
Frage nach der Erhaltung der BRST-Symmetrie in einer quantisierten Eichtheorie wurde
damit auf die Bestimmung gewisser Kohomologien des BRST-Operators zuriickgefiihrt [9].

Trotz dieser Erfolge weist das skizzierte Verfahren gewisse ernstzunehmende Probleme
auf: Der funktionale Zugang beruht auf einigen heuristischen Uberlegungen in Zusammen-
hang mit dem Pfadintegral und erméglicht kaum Einsichten in die Operator- und Zustands-
struktur der Theorie. Einen mathematisch konsistenten Rahmen der Quantenfeldtheorie
bildet die algebraische Quantenfeldtheorie. Sie betrachtet die lokalen Observablenalgebren
als die zentralen Objekte und versucht anhand ihrer Strukturen und gegenseitigen Bezie-
hungen auf grundlegende Eigenschaften des jeweiligen quantenfeldtheoretischen Modells
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zu schlieflen. Eine explizite Konstruktion der lokalen Observablenalgebren einer wechsel-
wirkenden Quantenfeldtheorie im Rahmen der kausalen Stérungstheorie wurde in [10] be-
gonnen. Dieses von Bogoliubov und Stiickelberg [11] sowie Epstein und Glaser [12] ent-
wickelte Renormierungsverfahren unterscheidet sich von den iibrigen Renormierungssche-
mata durch die Verwendung einer raumzeitabhéngigen Kopplungskonstanten g(z), die dazu
dient, die Wechselwirkung auf der Grundlage einer freien Theorie nur in einem beschrinkten
Raumzeitgebiet (dem Tréger von g) einzuschalten. Das fundamentale Objekt der kausalen
Storungstheorie bildet die lokale g-abhéngige S-Matrix, welche im Grenzfall ¢ — 1 (adia-
batischer Limes) formal gegen die Dyson-Reihe des Zeitentwicklungsoperators im Wechsel-
wirkungsbild strebt. Hinsichtlich der dabei auftretenden Infrarot-Divergenzen ist ein sol-
cher Grenziibergang meist nur in Theorien massiver Teilchen mathematisch durchfiihrbar.
Ausgehend von physikalisch motivierten Forderungen an die lokale S-Matrix (Kausalitét,
Unitaritét, Poincaré-Invarianz) lassen sich ihre Bausteine — die zeitgeordneten Produkte —
in einem induktiven Verfahren bis auf gewisse Normierungsfreiheiten konstruieren. Es ist
ein wesentliches Merkmal dieser Konstruktion, dass keine Ultraviolett-Divergenzen auftre-
ten. Die verbleibenden Normierungsfreiheiten zeitgeordneter Produkte konnen in gewissen
Féllen dazu verwendet werden, weitere Forderungen (z.B. Symmetrieeigenschaften) an die
lokale S-Matrix zu erfiillen. Schliellich lassen sich aus der lokalen S-Matrix mit Hilfe der
Formel von Bogoliubov wechselwirkende Felder beziiglich der im Tréagergebiet von g loka-
lisierten Wechselwirkung konstruieren, die bei geeigneter Normierung der zeitgeordneten
Produkte die Feldgleichungen der wechselwirkenden Theorie erfiillen.

Die kausale Storungstheorie eignet sich nicht nur durch ihren expliziten Operatorcha-
rakter fiir die Konstruktion lokaler wechselwirkender Observablenalgebren. Wie Brunetti
und Fredenhagen in [13] bewiesen, hingen die algebraischen Eigenschaften der wechselwir-
kenden Felder, lokalisiert in einem gewissen Raumzeitgebiet, nur von der Form der Wech-
selwirkung in einem etwas grofleren Raumzeitgebiet ab. Damit ist fiir die Konstruktion
der lokalen wechselwirkenden Observablenalgebren die Durchfithrung eines Grenzprozesses
g — 1 nicht notig (algebraischer adiabatischer Limes). Uberdies eignet sich die kausale
Storungstheorie — als ein Renormierungsverfahren, das ausschlieflich im Ortsraum arbeitet
— besonders fiir die Konstruktion von Quantenfeldtheorien auf gekriimmten Raumzeiten
(13, 14].

Die Bestimmung der lokalen Observablenalgebren einer Eichtheorie erfordert ein konsi-
stentes Verfahren zur Eliminierung der nichteichinvarianten Feldausdriicke. Hierfiir eignet
sich der auf Kugo und Ojima [15] zuriickgehende und von Diitsch und Fredenhagen [16]
weiterentwickelte Operator-BRST-Formalismus, der als eine Verallgemeinerung der aus der
Quantenelektrodynamik bekannten Gupta-Bleuler-Methode auf allgemeinere Eichtheorien
angesehen werden kann. Die Algebra der Observablen wird dabei konstruiert als die Koho-
mologie der nilpotenten BRST-Transformation in der Algebra aller Felder. Ausgehend von
einer Darstellung der gesamten Feldalgebra auf einem linearen Raum mit indefinitem in-
neren Produkt, kann eine Hilbert-Raum-Darstellung der so definierten Observablenalgebra
explizit konstruiert werden. Dieser Hilbert-Raum wird dann als der Raum der physikali-
schen Zusténde interpretiert.

Die Wohldefiniertheit der lokalen S-Matrix auf dem Raum der physikalischen Zusténde



erfordert die Invarianz der zeitgeordneten Produkte der Wechselwirkungsterme unter BRST-
Transformation. Im Fall von Theorien mit massiven Teilchen kann der Generator @ der
BRST-Transformation (BRST-Ladung) mit der einlaufenden (freien) BRST-Ladung Qo
identifiziert werden. Dies motiviert die Formulierung einer allgemeinen Normierungsbedin-
gung an die zeitgeordneten Produkte (perturbative Eichinvarianz [17]), die im adiabatischen
Limes die Definiertheit der S-Matrix auf dem Raum der physikalischen Zustédnde garan-
tiert. Die Erfiillbarkeit der perturbativen Eichinvarianz konnte in Modellen mit zusétzlichen
Skalarfeldern (interpretierbar als Higgs-Felder) explizit bewiesen werden [18, 19]. Eine
Ubertragung dieses Verfahrens auf masselose Theorien scheint jedoch hinsichtlich eines
nichtexistenten adiabatischen Limes problematisch.

Fine konsistente Konstruktion der lokalen Observablenalgebren kann jedoch im allge-
meinen auch ohne die Existenz eines adiabatischen Limes unter Verwendung der wechsel-
wirkenden BRST-Ladung @ als Generator der BRST-Transformation der wechselwirken-
den Felder durchgefiithrt werden. Im Gegensatz zur freien BRST-Ladung (g ist @ jedoch
selbst ein wechselwirkendes Feld — und damit von der gewéhlten Normierung abhéngig
— und die erforderlichen Normierungsbedingungen an die zeitgeordneten Produkte, wel-
che die Erhaltung und Nilpotenz von () garantieren, sind nicht offensichtlich. Im Fall der
Quantenelektrodynamik konnten Diitsch und Fredenhagen dieses Programm jedoch expli-
zit durchfiihren und die Erfiillbarkeit der entsprechenden Normierungsbedingungen zeigen
[20].

Eine universelle Normierungsbedingung an die zeitgeordneten Produkte, genannt Master
Ward-Identitét (MWTI), welche alle Symmetrien der zugrundeliegenden klassischen Theorie
ausdriickt, wurde in [1] vorgeschlagen. Die Anwendung der MWI auf die BRST-Invarianz
einer nichtabelschen Eichtheorie liefert eine Identitét (Master-BRST-Identitét), welche die
notige Information fiir die Konstruktion der lokalen Observablenalgebren enthélt [1]. Ein
allgemeiner Beweis fiir die Erfiillbarkeit der Master-BRST-Identitét steht jedoch nicht zu
Verfiigung.

In [21] wurde die MWI im Rahmen einer algebraischen Beschreibung der klassischen
perturbativen Feldtheorie mit Hilfe retardierter Produkte formuliert und damit ihre allge-
meine Giiltigkeit in der klassischen Theorie gezeigt. Ausgehend von grundlegenden Eigen-
schaften klassischer retardierter Produkte wurde dann in [22] eine Variante der kausalen
Storungstheorie mit Hilfe retardierter Produkte, die traditionell als Entwicklungskoeffizien-
ten der wechselwirkenden Felder auftraten, durchgefiihrt. Der wesentliche Unterschied zu
den tiblichen Ansétzen der kausalen Storungstheorie besteht in der Verwendung eines kon-
sistenten off-shell-Formalismus, in dem die Eintrige der retardierten Produkte klassische
Felder sind, welche keinen Feldgleichungen geniigen.

Die zentrale Fragestellung der vorliegenden Arbeit ist es, konkrete Obstruktionen fiir
die Erfiillbarkeit der MWI zu finden. Dazu wurde eine in der Quantenfeldtheorie allge-
meingiiltige Identitét fiir retardierte Produkte gefunden, durch welche die Verletzungen
(Anomalien) der MWI konkret zum Ausdruck kommen. Durch die Entwicklung eines ef-
fektiven Feldformalismus, dem die Beschreibung einer perturbativen Quantenfeldtheorie
durch eine klassische Theorie zu nichtlokalen Wechselwirkungen zugrundeliegt, wurde ei-
ne Beziehung zwischen der gefundenen Identitét und dem Quantenwirkungsprinzip aus [8]
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hergestellt. Angesichts dieses Resultates besteht die Hoffnung, dass sich die Methoden der
algebraischen Renormierung aus [8] auf die kausale Storungstheorie iibertragen lassen, um
schliellich zu konkreten Obstruktionen fiir die Erfiillbarkeit gewisser Fille der MWI, die
insbesondere im Rahmen der Eichtheorien von Interesse sind, zu gelangen.

Die vorliegende Arbeit gliedert sich in vier Abschnitte:

Das folgende Kapitel dient der Einfiihrung in die algebraische Beschreibung der per-
turbativen klassischen Feldtheorie und basiert iiberwiegend auf [21]. In Hinblick auf die
Entwicklung eines effektiven Feldformalismus in Kapitel 4 fithren wir den in [22] verwen-
deten verallgemeinerten off-shell-Formalismus bereits in der klassischen Theorie ein.

Kapitel 3 beschiftigt sich zundchst auf der Grundlage von [23, 10] mit der Quantisie-
rung freier klassischer Feldtheorien im Rahmen der Deformationsquantisierung, womit die
algebraische Grundlage fiir die perturbative Beschreibung wechselwirkender Quantenfeld-
theorien geschaffen wird. Die strukturellen Eigenschaften der klassischen wechselwirkenden
Felder werden dann als Ausgangspunkt fiir den Aufbau einer kausalen Stérungstheorie in
Form retardierter Produkte verwendet. Wir notieren die wesentlichen Schritte des induk-
tiven Konstruktionsverfahrens retardierter Produkte, wie es ausfiihrlich in [22] entwickelt
wurde.

In Kapitel 4 fiihren wir gemé$ [21] die MWTI in der klassischen Feldtheorie ein und for-
mulieren diese im verallgemeinerten off-shell-Formalismus. AnschlieBend beweisen wir eine
in der Quantenfeldtheorie allgemeingiiltige Identitdt, die die Anomalien der MWI konkret
zum Ausdruck bringt. Die Ubertragung dieser Identitét in einen effektiven Feldformalismus
ermoglicht den Vergleich mit dem Quantenwirkungsprinzip aus [8].

Kapitel 5 behandelt Eichtheorien als eine Anwendung des in den vorhergehenden Ka-
piteln beschriebenen Formalismus. Nach der Einfiihrung freier Eichtheorien beschreiben
wir den Operator-BRST-Formalismus zur Konstruktion der lokalen Observablenalgebren,
wie dieser in [16] entwickelt wurde. Schlielich diskutieren wir eine von Diitsch und Fre-
denhagen in [21] vorgeschlagene Anwendung der MWI, die auf konkrete Bedingungen an
Wechselwirkungen fiihrt, welche die Existenz einer BRST-Symmetrie fiir die wechselwir-
kenden Theorie garantieren. Wir bestimmen unter Verwendung kohomologischer Methoden
eine Klasse von Losungen dieser Bedingungen und zeigen ihre Ubereinstimmung mit den
bekannten Wechselwirkungstermen der nichtabelschen Yang-Mills-Theorien.



Kapitel 2

Klassische Feldtheorie

Dieses Kapitel stellt eine Einfiihrung in die algebraische und stérungstheoretische Beschrei-
bung einer klassischen Feldtheorie dar. Wir richten dabei unser besonderes Augenmerk auf
Konzepte und Formulierungen, die einerseits eine gewisse Allgemeingiiltigkeit besitzen und
andererseits sinnvoll in den Rahmen der Quantenfeldtheorie iibertragen werden kénnen.
In diesem Sinn besitzt das Folgende auch wegweisenden Charakter fiir die Quantisierung
klassischer Feldtheorien in Kapitel 3.

Wir folgen iiberwiegend den Darstellungen in [21] mit dem einzigen Unterschied, dass
der in [22] vorgeschlagene verallgemeinerte off-shell Formalismus auch bereits in der klass-
ischen Theorie konsistent eingefiihrt wird. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit beschrinken
wir uns vorwiegend auf den Fall eines reellen Skalarfeldes ¢ auf dem d-dimensionalen
Minkowski-Raum M fiir d > 2. Die Anwendung der entwickelten Methoden auf Yang-
Mills-Theorien wird in Kapitel 5 diskutiert.

Nach der Einfithrung des mathematischen Rahmens fiir die Beschreibung einer klassi-
schen Feldtheorie im Lagrange-Formalismus in Abschnitt 2.1 werden wechselwirkende Fel-
der zunéchst abstrakt anhand der Wellenoperatoren definiert und anschliefend im Rahmen
der Storungstheorie als formale Potenzreihen in einer Kopplungskonstante der Wechselwir-
kung formuliert. Die Bausteine dieser Storungsreihe — die retardierten Produkte — werden
in Abschnitt 2.3 eingefithrt. Wir geben anschliefend explizite Formeln zu ihrer Berech-
nung an und notieren in Hinblick auf die Quantisierung ihre grundlegenden Eigenschaften.
SchlieBlich fithren wir in Abschnitt 2.4 die Peierls-Klammer als Aquivalent der aus dem
Hamilton-Formalismus bekannten Poisson-Klammer ein und diskutieren kurz ihre Eigen-
schaften.
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2.1 Algebraische Formulierung der klassischen Feldtheorie

Die Dynamik einer klassischen Feldtheorie wird im Lagrange-Formalismus gew6hnlich mit
Hilfe eines Wirkungsfunktionals S beschrieben. Lokale Wirkungsfunktionale lassen sich
gemiB! S = [dx L(z) durch eine von den Feldern und partiellen Ableitungen der Fel-
der (jeweils am Raumpunkt x betrachtet) abhéngige Lagrange-Dichte £ = L(p,0p,...)
ausdriicken. Die Bewegungsgleichungen (Feldgleichungen) erhilt man durch Variation der
Wirkung S (Prinzip der kleinsten Wirkung). Es ergeben sich im Fall einer Lagrange-Dichte
L = L(p,0p), die nur von den Feldern ¢ und deren ersten partiellen Ableitungen abhéngt,
die bekannten Euler-Lagrange-Gleichungen

§S oL oL
b~ 07 00 " 21

mit der Funktionalableitung %. Losungen der Feldgleichungen sind damit stationdre Punk-
te des zugehorigen Wirkungsfunktionals.

Sei C = C*° (M, R) der Raum der reellwertigen glatten Funktionen (”Feldgeschichten”)
auf dem Minkowski-Raum und Cg C C der Unterraum der glatten? Losungen der Bewe-
gungsgleichungen zur Wirkung S. In der algebraischen Formulierung der klassischen Feld-
theorie wird das Feld () als Auswertungsfunktional an der Stelle z € M auf dem Raum
C aller Feldgeschichten interpretiert:

pz):C — R (2.2)
fo— e@)(f) = f(2).

Damit verstehen wir das Feld ¢ als einen Schnitt in dem Biindel Ml x ¢’ — M, mit dem
Dualraum C’ von C. Partielle Ableitungen des Feldes ¢ lassen sich ebenfalls als Schnitte in
M x C' — M interpretieren und werden definiert durch

"p(z)(f) < 0°f(z) , aeN{ (2.3)

mit der Notation 9% = (9°)% ... (99~ 1)a%-1 zu a = (ag, . ..,aq_1) € NE.

Im folgenden werden nur solche Wirkungsfunktionale S betrachtet, fiir die das An-
fangswertproblem (Cauchy-Problem) der zugehorigen Feldgleichungen eindeutig ist. Damit
ist gemeint, dass sich alle Losungen der Feldgleichungen eindeutig durch ihre Anfangswer-
te (Cauchy-Daten) auf einer raumartigen Hyperfliche des Minkowski-Raumes (Cauchy-
Fléche) charakterisieren lassen. Diese Forderung, die fiir den gesamten folgenden Formalis-
mus von zentraler Bedeutung ist, wird uns bei der Betrachtung von Eichtheorien in Kapitel
5 unmittelbar auf die Notwendigkeit einer Eichfixierung fiihren.

ntegrale ohne Angabe eines Integrationsbereiches sind stets iiber ganz M zu verstehen.

2Wir beschrénken uns auf glatte Losungen der klassischen Feldgleichungen. Wie aus der klassischen
Storungstheorie in Abschnitt 2.3 folgt, existieren glatte Losungen zu nichtlinearen Feldgleichungen zumin-
dest perturbativ.
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Es bezeichne P & \V{0%p,a € N&} die kommutative Algebra der Polynome mit Koeffi-
zienten in R, die von dem Feld ¢ und seinen partiellen Ableitungen 9%p erzeugt wird. Das
Produkt in P wird definiert durch das punktweise Produkt in C:

(AB)(x)(f) = (A(2)B(2))(f) = A()(f) B()(f) VABeP , feC.  (24)

Weiter bezeichne £g das Ideal in P, das von den Feldgleichungen zur Wirkung S erzeugt
wird: 59
def
£g i {;Aaa‘l%,Aaep,aeNg} (2.5)
In P gilt folgende Faktorisierungseigenschaft unter Restriktion auf den Raum der Lésungen
Cs
(AB)s(z) = Ag(z)Bs(x) VA,B P (2.6)

mit Ag S Alcg. Demnach gilt Ag = 0 fiir alle A € £g. Die Einschriankung ¢g erfiillt die
Feldgleichung zur Wirkung S, d.h. das Funktional, das man durch formale Ersetzung von
 durch pg in der Feldgleichung erhélt, ist identisch Null auf seinem Definitionsbereich Cg.

In der Quantenfeldtheorie ist das punktweise Produkt von Feldern nicht wohldefiniert,
so dass auch obige Faktorisierungseigenschaft fiir Quantenfelder ihren Sinn verliert. Dies
fithrt unter anderem auch zu den bekannten Schwierigkeiten, die beim Versuch der direkten
Ubertragung von Symmetrien der klassischen Theorie in die Quantenfeldtheorie auftreten
(siehe Kapitel 4).

Neben den punktweisen Auswertungsfunktionalen A € P, erhilt man allgemeinere
Funktionale auf C durch formale Integration. Es sei F(C) die Menge aller Funktionale

Flp):C — R (2.7)
fo— FH=F) (28)
von der Form
N
F(p) :to—|—2/dac1---dxn o) plep)tn(xr,.. . 2n) , N < oo, (2.9)
n=1

mit tp € R und (unter Permutation der Variablen) symmetrischen kompakt getragenen
Distributionen t,, n > 0, definiert auf M"”, deren Wellenfrontmenge leeren Durchschnitt
mit M" x (Vi UV") besitat?. Vi bzw. V"' bezeichnen dabei das n-fache direkte Produkt
der abgeschlossenen Vorwérts- bzw. Riickwirtslichtkegel V. bzw. V_ in M. Wegen der
Tragereigenschaft der Distributionen ¢, ist der Ausdruck F(f) fiir beliebige f € C wohl-
definiert. Die Einschrankung an die Wellenfrontmenge der Distributionen ¢,, wird bei der
Quantisierung in Abschnitt 3.1 eine wichtige Rolle spielen.

Mit der Definition des Produktes* (F1Fy)(f) & Fi(f)Fy(f) fir F1,Fy, € F(C) und
f € C wird F(C) zu einer kommutativen Algebra. Wir bezeichnen mit F(Cg) die Algebra

3Zur Definition der Wellenfrontmenge und der Existenz des punktweisen Produkts von Distributionen
siehe beispielsweise [10] und die darin enthaltenen Referenzen.
10Oft schreiben wir statt F(¢) nur F.
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der Funktionale von der Form (2.9) eingeschrinkt auf den Raum der Losungen Cg. Es gilt
F(p)s = F(ps).

Eine wichtige Klasse von Funktionalen in F(C) sind die lokalen Funktionale. Sie sind
von der allgemeinen Form

N
Fp) = /dm S Ai(@)hi(z) , N <oo (2.10)
i=1

mit beliebigen Feldpolynomen A; € P und glatten, kompakt getragenen Testfunktionen
hi € D(M) und ergeben sich aus der allgemeinen Form (2.9) mit der Wahl tp = 0 und
tn = h(xp)0%" VD (z, — z1,...,2, — 2n_1), b € D(M), bzw. partiellen Ableitungen dieser
Distributionen. Die Algebra aller lokalen Funktionale in F(C) bezeichnen wir mit Fo.(C).
Funktionalableitungen in F(C) sind in gewthnlicher Weise erklért durch

5F(@):in/dx cedr (1) p(p_1)tn(z x x) (2.11)
630(56) Z 1 n—1 P\L1 P\ Tn—1)tn{T15 .-, Tn—1, .
fiir F'(¢) von der Form (2.9). Fiir lokale Funktionale F' gilt
& F
——— =0 fir = #y. 2.12
=R 212

Wir betrachten in dieser Arbeit ausschliefllich solche Wirkungsfunktionale S, die sich
als Summe eines freien (lokalen) Anteils Sy und eines (variablen) Wechselwirkungsanteils
Sint schreiben lassen. Der freie Anteil Sy hinge hochstens quadratisch von den Feldern und
partiellen Ableitungen dieser ab und wird im folgenden als fixiert angesehen. Im Fall eines
reellen Skalarfeldes gilt Sy = [ dz Lo(p, Op) mit

1
Lo(p, 0p) = 5(9upd'p — m?¢?). (2.13)

Man beachte, dass Sy ¢ F(C).

In Hinblick auf die Vermeidung der Konsequenzen des Haagschen Theorems [24] bei der
Quantisierung betrachten wir nur Wechselwirkungen S, in F(C), d.h. solche die in einem
kompakten Raumgebiet lokalisiert sind. Lokale Wechselwirkungen Sins € Fioc(C) lassen sich
durch eine Wechselwirkungs-Lagrange-Dichte Liny = >, ¢;L; mit g; € D(M) und L; € P
beschreiben:

Sint = /dmﬁim (214)

Die Testfunktionen g; werden dabei als raumzeitabhingige Kopplungskonstanten interpre-
tiert.

Im weiteren Verlauf der Arbeit werden wir auch nichtlokale Wechselwirkungen Sj,; €
F(C) betrachten. Die Bewegungsgleichungen ergeben sich weiterhin durch Variation der
gesamten Wirkung S, enthalten aber in diesem Fall auch nichtlokale Anteile in Form von
Integralen (Fernwirkungen). Entscheidend ist, dass auch im Fall nichtlokaler Wechselwir-
kungen die Wechselwirkung lokalisiert ist, d.h. nur in einem kompakten Raumzeitgebiet
O C M eingeschaltet ist.
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2.2 Retardierte Wellenoperatoren und wechselwirkende Fel-
der

Die fiir die betrachtete Klasse von Wirkungsfunktionalen vorausgesetzte Eindeutigkeit der
Losungen des Cauchy-Problems erlaubt es, folgende Bijektion zwischen den Lésungsraumen
zweier Wirkungen S und Sz von der obigen Form (zu gleicher freier Wirkung) zu definieren:
Sei rg, g, die Abbildung

TSI,SQ:CSQ I Csl (215)

fo — fi,

die jeder Losung fy € Cg, eine eindeutige Losung f; € Cg, zuordnet, die zu frithen Zeiten
mit fo iibereinstimmt. Im Fall lokaler Wirkungen S; und Ss stimmen f; und fo aufler-
halb des Gebietes supp(% - %) + V. iiberein. rg, 5, heifit retardierter Wellenoperator.
Physikalisch betrachtet identifiziert der retardierte Wellenoperator gerade die Lésungen in
Cs, und Cg,, die gleiche einlaufende Feldgeschichten besitzen. In gleicher Weise lésst sich
ein avancierter Wellenoperator ag, g, definieren durch die Identifikation von Losungen mit
gleichen auslaufenden Feldgeschichten.

In Hinblick auf den oben erwédhnten verallgemeinerten off-shell-Formalismus suchen wir
eine Fortsetzung der retardierten Wellenoperatoren (2.15) auf den Raum aller Feldgeschich-
ten C. Dabei bietet sich folgende natiirliche Wahl an. Wir bezeichnen die Fortsetzung von
7s,.5, mit 79152 und definieren diese als die Abbildung

P20, ¢ (2.16)
fo — fi,

die jedem f5 eine Feldgeschichte f; zuordnet, derart dass fo und f; zu frithen Zeiten
iibereinstimmen und fs und f; die entsprechenden Feldgleichungen in gleicher Weise ver-
letzen, d.h.

051 059
— = — . 2.1
5o (f1) 5y (f2) (2.17)
Im Falle lokaler Wirkungen S, Sy gilt damit wieder
051 05 —
= \4 —_— - V.. 2.18
fi(e) = fafw) Vo ¢ supp(1 = F2) + T (2.18)

Offensichtlich stimmt 75192 auf Cg, mit rg, g, iiberein. Die Existenz einer solchen Fort-
setzung 5152 von rs;,s, geht aus der storungstheoretischen Formulierung im folgenden
Abschnitt hervor®.

Im allgemeinen ist der Raum der Losungen der Feldgleichungen zu allgemeiner Wir-
kung S = Sy + Sint nicht direkt zugénglich. Explizite Losungen der i.a. nichtlinearen wech-
selwirkenden Feldgleichungen existieren im Gegensatz zu Losungen der freien (linearen)

®Ein allgemeines Argument fiir die Existenz von 75152 lisst sich eventuell mit Hilfe einer Verallgemei-

nerung des Theorems iiber implizite Funktionen auf unendlichdimensionale Rdume finden.
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Feldgleichungen gewohnlich nur in Form von Reihenentwicklungen. Der Ausgangspunkt
fiir die algebraische Formulierung einer klassischen Stérungstheorie besteht deshalb dar-
in, wechselwirkende Felder, d.h. Feldpolynome A € P bzw. Feldfunktionale F'(y¢) € F(C)
eingeschrankt auf den Raum der wechselwirkenden Losungen Cg,+s;,,, durch Funktionale
auf dem Raum der freien Losungen Cg, zu beschreibenS. Mit Hilfe des retardierten Wel-
lenoperators definieren wir das retardierte on-shell Feld Ageo'i S 21 A € P als pullback von

ASOJFSint unter 7nSO“l’SintySO:
Ag’eot,Sint (x) = A(x) O T'So+Sint, S0 * CSO — R. (2'19)

Das retardierte Feld gogiaot’ 5., l0st die Bewegungsgleichungen zur Wirkung Sp + Sint im Sinne
von Auswertungsfunktionalen, ist aber im Gegensatz zu ¢g,+s,,, ein Funktional auf dem
Raum der freien Losungen Cg,. Partielle Ableitungen des retardierten Feldes 8ﬂ(gpg?ot7 50)
sind identisch mit den entsprechenden retardierten Feldern der partiellen Ableitungen
(a“gp)gi}, s...» und die Faktorisierungseigenschaft (2.6) gilt weiterhin auch fiir die retardierten

Felder
(AB)fS?()tﬁim(x) = Ag?otvsim(x)Bgit,Sim (x) fir A,BeP. (2.20)

Retardierte Feldfunktionale zu allgemeinen Funktionalen F' € F(C) sind dann in der Weise
definiert, dass gilt

F(SD)rSeOtysint = F(@I§7Sint) (221)
und damit auch
(F()G ()5, 500 = F(9)5 50 G(0) 50 5100 (2.22)

fir alle F,G € F(C).

Mit Hilfe der fortgesetzten retardierten Wellenoperatoren 75152 lassen sich die retar-
dierten Felder (2.19) bzw. (2.21) auch auf den Raum aller Feldgeschichten fortsetzen. Wir
definieren retardierte off-shell Felder A%0Sint 0 A € P durch

ret

Slv

ArSeO{S“" (z) def A(z) o pSo+Sine,S . 0 L R (2.23)

bzw.
S Sin S 7Sin
F(o)et ™ = F@m ™). (2.24)

ret ret
Es gelten fiir die off-shell Felder die Eigenschaften (2.20) und (2.22) in analoger Weise.
Einschrénken der retardierten off-shell Felder (2.19) auf den Raum der freien Losungen Cg,
fithrt wieder zu den retardierten on-shell Feldern (2.19). In dieser Arbeit verwenden wir
iiberwiegend den off-shell Formalismus.

Dieses Vorgehen fiihrt bei der Quantisierung in Kapitel 3 unmittelbar zu dem {iblichen Vorgehen, als
Grundlage fiir die Stérungstheorie den Fock-Raum des freien Feldes zu verwenden
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2.3 Storungstheorie und retardierte Produkte

Da die retardierten Wellenoperatoren im allgemeinen nicht in geschlossener Form angegeben
werden kénnen, versucht man, die retardierten Felder in Form formaler Potenzreihen in der
Kopplungskonstante A der Wechselwirkung Sine = AF' mit F' € F(C) zu bestimmen.

Sei Sym"F(C) das n-fache symmetrische Tensorprodukt von F(C) und SymF(C) =
D, Sym™F(C) die symmetrische Tensoralgebra zu F(C). Wir definieren retardierte Pro-
dukte R® (off-shell) beziiglich der Wirkung S als lineare Abbildung

R%:SymF(C)® F(C) — F(C) (2.25)
durch o
@n S p®n def Q7 SHAF,S
FP"® G— R>(F°",G) = o )\:OG or (2.26)

und setzen linear und mit der Polarisationsformel auf ganz Sym"F(C) ® F(C) fort. In
gleicher Weise werden retardierte Produkte Rg (on-shell) als lineare Abbildungen

Rs : SymF(C) @ F(C) — F(Cs) (2.27)
definiert, so dass der Zusammenhang

Rg(F®",G) = R (F®",G)| (2.28)

Cs

gilt”.
Damit erhalten wir folgende perturbative Entwicklung des retardierten off-shell-Feldes

Gfg’si“t im Sinne formaler Potenzreihen in der Kopplungskonstante
= 1
Gry ™ = GorStSmS = % T R(STN, G) = R(e3™, G) (229)
n=0

mit der Notation e% £ > %S(@". Eine analoge Entwicklung in Termen der retardierten
on-shell Produkte erhalten wir fiir das entsprechende retardierte on-shell Feld. In gleicher
Weise konnen mit Hilfe des avancierten Wellenoperators avancierte Produkte A% bzw. Ag

und avancierte Felder definiert werden.

Die Annahme, dass das Cauchy-Problem fiir die betrachteten Wirkungen S eindeutige
2
Losung besitzt, spiegelt sich unmittelbar in der Invertierbarkeit von m, interpretiert

als Kern eines Integraloperators, wider. Wir bezeichnen mit A¥* die eindeutige retardierte
Greensfunktion zur Wirkung S. Es gilt

ret 525 _ _ 625 ret
/dy Aj (%?ﬂm =0(z —2) = /dy WAS (y,2) (2.30)

"Meist schreiben wir kurz R fiir die retardierten off-shell Produkte R”.
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und
suppAs* C {(z,y)|lz €y +V 4} (2.31)

falls S ein lokales Funktional ist.

Ist S die Summe eines freien Teils Sy und eines Wechselwirkungsanteils Sjy = AH,
H € F(C), so léasst sich die Greensfunktion zur gesamten Wirkung S in Form einer formalen
Potenzreihe in A aus der Greensfunktion der freien Wirkung Sy gewinnen. Mit Hilfe der
Beziehung® (1 — A)~! = 3°°° /A" fiir einen linearen Operator A (geometrische Reihe)
ergibt sich unmittelbar

AVABVICND)

= f]—A)”/d(u )01, o)A ) —
= b TR B RS Y S () (on)
re 52H re
ASH (-1, Up) ———————— A (v, y). (2.32)

6 (un)dp(vn)

Anhand dieser Formel ist deutlich erkennbar, dass die Trigereigenschaft (2.31) fiir nichtlo-
kale Wirkungen nicht gelten kann. Betrachtet man Arseot g Jedoch nur bis zu einer endlichen
Ordnung in ), so existiert wegen der Kompaktheit des Trigers von H stets ein t € R%, so
dass gilt

suppAG oy C {(z,y)lz € (y — 1) + Vil (2.33)

Fiir die in (2.25) definierten retardierten Produkte lassen sich mit Hilfe der retardierten
Greensfunktionen explizite Ausdriicke finden. Wir betrachten zunéichst den Fall n = 1 in
(2.26).

Satz 2.1. Seien F,G und Sin beliebige Funktionale in F(C) und S = Sy + Sint. Dann gilt

s | grdy G Aretiy O
RS(F,G) = / dody 52 SAR (@ 0)5 s (2.34)

Beweis. Nach Definition der retardierten Produkte erster Ordnung gilt fiir alle f € C

RE(EG)() = 5l,aG oS5 = [ do DNl r S (@) (235)

Wir wéhlen zunéchst f € Cg. Dann existiert nach Voraussetzung (Eindeutigkeit des Cauchy-
Problems) ein eindeutiges h € C, so dass rsiars(f) = f + A+ O(A\?). Nach Definition
von rgiar,s gilt

Ay 88 dy AR OF g B8
0= A=06¢(y) =l p(y) (f+Ah) = dp(y) (f)+/ ! dp(y)dp(2) (fzz(gg)'

®Die auftretenden unendlichen Summen konvergieren im Sinne formaler Potenzreihen.
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Wegen (2.30) erhalten wir damit folgenden Ausdruck fiir h

ro OF
Rs(F.p(a))() = hla) =~ [ dy A3 ()5 (1), (237
op(y)
Im Fall von f € C definieren wir | )\ZOV"S*)‘F »S(f) durch die rechte Seite von (2.37) und
zeigen, dass Bedingung (2.17) fiir S; = S und S = S + AF zu erster Ordnung in A erfiillt
ist. Dazu miissen wir zeigen, dass

d (S + A\F) d dS
_— _— = — _— 2_
fiir h gegeben durch (2.37). Da 53?@‘) (f) nicht von A abhéngt, muss gelten
d 0(S + \F)
_— p— 2.
d)\‘A:O 5 () (f +An) =0, (2.39)

was man wie in (2.36) unmittelbar bestétigen kann. Damit erhalten wir zusammen mit
(2.35) die Behauptung. O

Explizite Ausdriicke fiir retardierte Produkte héherer Ordnung lassen sich jetzt aus der
Identitét

%G o rS‘F)\F,S _ RS+)‘F(F, G) o TS‘F)\F,S (2.40)

gewinnen, die sich unmittelbar aus der Definition der retardierten Produkte und der Kom-

positionseigenschaft 9192 o 19293 = ¢-51.53 der Wellenoperatoren ergibt:

iG o pSTARS  — i‘ G o pSHAHES
dA dplp=0
d,u u=0

_ RS+>\F(F7 G) o 7aSJr)\F,S_

Die formale Potenzreihenentwicklung von (2.40) lautet

%RS (X', @) = R (e}l RS (F,@)). (2.41)

Wir definieren den Funktional-Differential-Operator 1. Ordnung Dg z(\) durch

do . SF 5
Ds,p(\) = —/dx dy ASJtrAF(x7y)W 5o(z)’

(2.42)

so dass nach Satz 2.1 gilt
RY(F,G) = Dsr(N)G. (2.43)
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Aus (2.41) erhalten wir die Rekursionsrelation

1
RS(eE,G) :G+/ dx %RS(% Q) :G+/ RS Dsr(NG),  (2.44)
0

woraus sich durch Iteration die Losung

A1 n—1
R3(el, @) G+Z/ d)\l/ dX .. / A\ Dsr( M) ... Ds (MG (2.45)

im Sinne formaler Potenzreihen ergibt. Fiir das retardierte off-shell Feld (2.29) erhalten wir
damit folgende stérungstheoretische Entwicklung

o 1 A An—1
R%(eZm,G) =G+ / d\y / dhg. .. / dAn Dsy 5. (M) - - - Dsy.5,0 (A1) G-
ne1~0 0 0

(2.46)
Damit ist die Existenz der retardierten off-shell Wellenoperatoren im Sinne formaler Po-
tenzreihen gezeigt.
Eine Rekursionsrelation fiir die retardierten Produkte hoherer Ordnung ergibt sich aus
(2.41) durch n-maliges Differenzieren nach A an der Stelle A = 0

n

RS(FEHL.G) == (7) RS(F®., DYV G) (2.47)
1=0
mit der Bezeichnung
k
(k) det d oF 0§
D}~ [dody 3| AT (2.48)

und einer zu (2.32) analogen Entwicklung von A%, .

Auf dem Raum der lokalen Funktionale ldsst sich eine geschlossene Formel fiir die
retardierten Produkte hoherer Ordnung angeben. Wie in [21] gezeigt wurde, gilt fiir lokale
Funktionale F, G € Fioc(C)

Rs(F®",G) = n!/ dry ... de, (R(z1) - Rxn)G) g (2.49)

2 <<

mit dem Funktional-Differential-Operator

oF )
R(z) & —/dy — A%y, ) ——. 2.50
@ 5o ) 5a) (250
Die natiirliche Fortsetzung dieser Identitéit auf den Raum C lautet
RS(F®", Q) = n!/ dxy...dey, R(zy) - R(zn)G, (2.51)
m?ﬁ---gx%

und das dadurch gegebene retardierte off-shell Feld erfiillt, wie man analog zum Beweis
von (2.49) (siehe [21]) findet, die Bedingungen (2.18) und (2.17).
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2.4 Die Peierls-Klammer

Die Dynamik eines physikalischen Systems wird im kanonischen Formalismus iiblicherweise
mit Hilfe der Poisson-Klammer ausgedriickt. Der Ubergang vom Lagrange-Formalismus
zum Hamilton-Formalismus einer relativistischen Feldtheorie erfordert eine willkiirliche Zer-
legung des Minkowski-Raums in Raum und Zeit, um zu den Feldern konjugierte Impulse
definieren zu koénnen. Dabei verliert man die im Lagrange-Formalismus explizit ausge-
driickte Kovarianz. Einen im Lagrange-Formalismus definierten, dquivalenten Ausdruck
fiir die Poisson-Klammer fand Peierls in [25] (Peierls-Klammer). Damit wurde es moglich,
einen explizit kovarianten kanonischen Formalismus im Rahmen des Lagrange-Formalismus
zu formulieren.

Die Peierls-Klammer ist — neben dem iiber die Auswertung auf C definierten (punkt-
weisen) Produkt — ein weiteres Produkt auf dem Raum der Funktionale F(C). Sie lésst sich
mit Hilfe der oben eingefiihrten retardierten Produkte leicht ausdriicken:

Definition 2.2. Die off-shell Peierls-Klammer einer klassischen Feldtheorie zur Wirkung
S ist eine lineare Abbildung definiert durch

{,-}:FCO)eFC) — F(C) (2.52)
F®G — {F,G}Y € R%F,G) - R, F)=R5F,Q) — A5(F,Q).

In gleicher Weise ist die on-shell Peierls-Klammer {-,-}s mit Hilfe der retardierten on-
shell Produkte definiert. Wie in [21] gezeigt wurde, hingt {-,-}s — im Gegensatz zu den
retardierten on-shell Produkten Rg — nur von den Einschrinkungen der Eintrige auf den
Raum der Losungen Cg ab. Es existiert also eine wohldefinierte Restriktion von {-,-}g auf
F(Cs) ® F(Cs).

Wir werden in dieser Arbeit iiberwiegend die Peierls-Klammer {-,-}% zur freien Wir-
kung Sy betrachten. Mit der avancierten Greensfunktion A% (z,y) = A¥'(y,2) und der

iiblichen Definition der (freien) Kommutatorfunktion Ag,(z,y) = A% (z,y) — Az, y)
ergibt sich fiir die Peierls-Klammer beziiglich der freien Wirkung Sy der Ausdruck

So oF 0G
{F,G}>° = /dxdy WASO(x,y)W.
In dieser Form ist die Aquivalenz zu der iiblichen Poisson-Klammer fiir das freie skalare
Feld erkennbar. Ein entscheidender Vorteil der Peierls-Klammer gegeniiber der Poisson-
Klammer ist — neben der erwidhnten expliziten Kovarianz — ihre Wohldefiniertheit im Fall
von Wechselwirkungen, die Ableitungen der Felder enthalten und einen direkten Ubergang
zum Hamilton-Formalismus erschweren.

Die Peierls-Klammer besitzt die iiblichen Eigenschaften einer Poisson-Klammer: Li-
nearitéit, Antisymmetrie und die Giiltigkeit der Leibniz-Regel folgen unmittelbar aus der
Definition 2.2 und Satz 2.1. Die Giiltigkeit der Jakobi-Identitét ergibt sich aus der Tatsache,
dass retardierte bzw. avancierte Wellenoperatoren kanonische Transformationen (beziiglich
der Peierls-Klammer) sind:

{F o 7“527517 G o 7"52751 }Sl = {F7 G}52 © TSQ7SI7 (254)

(2.53)
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bzw.
{Fo0a®%1 G oa®51}5 = (F G}%2 0 a5, (2.55)

fir F,G € F(C) und Wirkungen S7, S2. Zum Beweis von (2.54) bzw. (2.55) geniigt es, die
entsprechenden infinitesimalen Versionen zu zeigen, die sich aus (2.54) bzw. (2.55) durch
die Ersetzungen S; = S und S5 = S + AH und anschlielende Differentation nach A an der
Stelle Null ergeben:

{R%(H,F),G}YS+{F,R%(H,G)}* = RS(H,{F,G}*)+ & \oo(RSM (F,G)~R5PM (G, F))

(2.56)
bzw.
{AS(H, F),GY +{F, A% (H,G)}® = AS(H,{F,G}*)+ % |\ —o(RM (F,G)- R (G, F))
(2.57)

Tatséichlich gilt mit der Bezeichnung $R(S, 1) = {For5251, GorS251}51 _{F G}%2 0p52.51
unter Verwendung des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung und der Identitét

M(S1,S51) = 0 der Schluss
R(Sy,81) = R(Sy +(S2— S1).51)
—_———

def pr

1
d

= du —NR(S H, S

/oud,u (S1+ pH,Sh)

1
d
= — + AN+ pu)H
/Odud)\‘)\zof)‘{(sl ()\ ,u) ,Sl)

v od Syt i S, (2.56)
= /du—‘ R(S1 + uH + \H, Sy + pH) o porHHH51 27
0 dXIx=0
Entsprechendes gilt fiir den avancierten Fall.
Unter Verwendung von Satz 2.1 (und einer analogen Aussage fiir das avancierte Pro-

dukt) sowie der Identitéten

53S
A%y — v :—/dwdzAretu—z A (w — v 2.58
Sol) 5 () S et e T (258)
und
d ret _ ret 52H ret
ax ‘AZOASJF/\H(@" —y) = —/dv dw A" (z — v)6g0(v)5gp(w) A™(w —y) (2.59)

(analog fiir A%), die unmittelbar aus (2.30) bzw. (2.32) folgen, kann die Giiltigkeit von
(2.56) bzw. (2.57) gezeigt werden. Die Differenz von (2.56) und (2.57) liefert schlieBlich die
Jakobi-Identitét

{F,{H,G}}+{G,{F,H}} +{H,{G,F}} = 0. (2.60)

Eine weitere wichtige Folge der Invarianz (2.54) der Poisson-Klammer unter den retar-
dierten Wellenoperatoren ist folgender fundamentaler Zusammenhang zwischen den retar-
dierten Produkten hoherer Ordnung;:
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Satz 2.3 (GLZ-Relation). Seien F,G und (H;)i=1,.. n Funktionale in F(C). Dann gilt

Y AR (®ierHi, F), R (9e1eHj, G)} = R®(@ienH; @ F,G) — R (2ienH; @ G, F)
ICn
(2.61)

mit den Bezeichnungen n ={1,...,n} und I¢ =n\I.

Beweis. Wir wihlen in (2.54) S; = Sp und So = Sp + AH und erhalten mit der Definition
der retardierten Produkte und der Peierls-Klammer, sowie der Kompositionseigenschaft der
Wellenoperatoren

{F o 7GS()-I—)\I‘I,S()7 G o 7,,S()-}—)\I‘I,S()}S() — {F, G}SO+)\H o 7GS()-I—)\I‘I,S()
_ (RS(H—)\H(F, G) _ RSO+>\H(G, F)) o TSO+>\H7SO

d
— _‘ (G o p SN HRFSOENH _ [ o So-bNH-HUG S0-HAHT) o 1 SotM, S0
dplp=0
d
— _‘ (G o pSOTAHFRFS0 _ [ o pSotAH G50
dplp=0

n-faches Differenzieren der gefundenen Gleichung nach A an der Stelle A = 0 liefert dann
die Identitét

> <Z> {R%(H®", F), R%(H®"™*,G)}% = R®(H*"®F,G)— R™(H*" @G, F), (2.62)
k=0

aus der sich durch Polarisation unmittelbar die Behauptung (2.61) ergibt. U

Relation (2.61) ist die klassische Version der GLZ-Relation, die bei der Konstruktion
retardierter Produkte in der Quantenfeldtheorie eine entscheidende Rolle spielt. Sie wurde
von Glaser, Lehmann und Zimmermann im Rahmen der nichtstérungstheoretischen Quan-
tenfeldtheorie gefunden [26].

2.5 Grundlegende Eigenschaften der retardierten Produkte

In (2.25) wurden die retardierten Produkte als multilineare Abbildungen auf dem Raum
F(C) aller Funktionale definiert. Beschrénken wir uns auf den Raum der lokalen Funk-
tionale, so lassen sich die retardierten Produkte auch durch F(C)-wertige Distributionen
beschreiben?.

Sei dazu D'(M™*!, F(C)) der Raum der JF(C)-wertigen Distributionen auf M"*!. Wir
definieren lineare Abbildungen

Ry1:Sym"P@P — DM F(C)) (2.63)
A®-®A4,93B — R,1(A4®---®A,,B)

9Wir beziehen im folgenden alle retardierten Produkte auf die freie Wirkung So, ohne dies jeweils explizit
zu notieren.
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durch
Roi(A1 @ ® A4, B)(fi® - ® fa®g)
= /d(:ﬂl, ce ,$n,y) Rn,l(Al - ® AH’B)(xl?' i >xnay)f1(x1) o fn(xn)g(y)

= /d(:ﬂl, T, y) Boa (Ar(z1) © - © An (), B(y)) f1(21) - fulzn)g(y)

= R(A(f1) © - © An(fn), B(g)) (2.64)

mit f1,..., fn,g € D(M) und der Notation: A(g) = [dx A(z)g(z) € Fioe(C). Gelegentlich

betrachten wir R, 1 auch als F(C)-wertige Distribution auf dem Raum der Sym"P ® P-

wertigen Testfunktionen auf M und schreiben R,, 1 (A1 f1®- - - ® Ap fn, Bg) L R(AL(f1)®
-+ ® Ap(fn), B(g)) mit denselben Bezeichnungen wie oben.

Analog konnen wir die Peierls-Klammer fiir lokale Funktionale auffassen als lineare
Abbildung

{,-}: PP — DM F(C)) (2.65)
A®B — {A B}

definiert durch
{A,B} € R11(A, B) — Ri1(B, A). (2.66)

In Hinblick auf die Konstruktion retardierter Produkte in der Quantenfeldtheorie no-
tieren wir grundlegende Eigenschaften der klassischen retardierten Produkte (2.63), die
spéter als definierende Eigenschaften fiir quantenfeldtheoretische retardierte Produkte die-
nen werden.

Kausalitét: Aus der Eigenschaft (2.18) der retardierten Wellenoperatoren folgt unmittel-
bar

Bi%’A(f) () = B(z) falls suppfN(z+V_)=92 (2.67)

fiir alle A, B € P. Anschaulich bedeutet dies, dass sich nur solche Wechselwirkungen

in 2 € M bemerkbar machen, deren Triigergebiet einen nichtleeren Schnitt mit z+V _

besitzen, was dem Prinzip der endliche Ausbreitungsgeschwindigkeit von Signalen

entspricht. Diese Kausalitéitseigenschaft der retardierten Felder spiegelt sich in deren

Bausteinen, den retardierten Produkten (2.63), in Form eines kausalen Tréigers wider:

SuppRy, 1 (A(21) @ -+ @ A(xn), B(x)) C {(21,. .., 20, 2) e M a; € 2+ V_, Vi € n}
(2.68)

GLZ-Relation: Die GLZ-Relation (2.61) iibersetzt sich im Fall lokaler Funktionale un-
mittelbar in die Relation

> AR (®icrHi(xi), F(2)), Rjpe)1(®jer-Hj(x), G(y))} (2.69)
ICn

= Ru11(®ienHi(z:) @ F(7), G(y)) — Rup11(RienHi(z:) @ G(y), F(z))
fir G, H;, ¢ P,i=1,...,n.
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Action-Ward-Identitét: Aus der Definition (2.64) folgt fiir alle f1,..., fn,g € D(M) und
1EN

/d(xa Y) Ryi(Ar(21) @ -+ @ 0 Ai () @ -+ - Ap(n), B(y)) fr(x1) -+ fr(@0)9(y)

R(A1(f1) @ @ (0"A)(fi) @ -+ @ An(fn), B(9))
= —R(A(fi)®@ @ A4;(0"fi) @ @ An(fn), B(9))

=~ [dw) Ruala(on) @+ © Au). B frlon) -0 fia) -+ Fuloa)g0)
= [ )0 Bas(41(01) -+ © Au (). B - fulea)ov)

und analog fiir partielle Ableitung nach y. Daraus folgt die Vertauschbarkeit von R, 1
mit partiellen Ableitungen. Diese Eigenschaft der retardierten Produkte R,, ; ist hier
eine Folge der urspriinglichen Definition (2.25) auf dem Raum der Funktionale F(C).
Sie ist umgekehrt notwendig, um ausgehend von einer (von (2.25) unabhéngigen) De-
finition von retardierten Produkten R, ; als lineare Abbildungen (2.63) retardierte
Produkte R auf den lokalen Funktionalen geméfl (2.64) zu definieren. (Ohne die Ver-
tauschbarkeit von R, 1 mit partiellen Ableitungen wére eine solche Definition von der
Wahl der jeweiligen Darstellung der lokalen Funktionale abhéngig.)

Physikalisch gesehen besagt die Vertauschbarkeit von R,, 1 mit partiellen Ableitungen,
dass die wechselwirkenden Felder nur von dem Wechselwirkungsfunktional S, und
nicht von der speziellen Wahl einer zugehorigen Lagrange-Dichte abhéngen. Dies moti-
viert die auf Stora zuriickgehende Bezeichnung Action- Ward-Identitit [27]. Wahrend
die Action-Ward-Identitét in der klassischen Theorie durch die Definition retardier-
ter Produkte iiber retardierte Wellenoperatoren auf den Funktionalen unmittelbar
implementiert wird, stellt sie in der Quantenfeldtheorie eine nichttriviale Forderung
dar, deren Erfiillbarkeit explizit gezeigt werden muss.

Feldunabhingigkeit: Hangt die freie Wirkung Sy hochstens quadratisch von den Feldern

ab, so sind 6(62)7*;;@) und damit auch A§"(z,y) feldunabhéngig. Aus (2.49) folgt dann,
dass R (eingeschriankt auf den Raum der lokalen Funktionale) mit Funktionalableitun-
gen vertauscht, d.h. die Abbildung R ist feldunabhéngig. Seien Fi,..., F, € Fioc(C)
lokale Funktionale, dann lautet die Taylor-Entwicklung von R(F} ® --- ® F,,_1, F},)

beziiglich des Feldes ¢

R ®- - ®F, 1, F Z T /d9011"'d90111'--dxm---dxnln
1-
l17 7ln
611A1($1) 61”14”(56”)
dw,...,xn Rn_ X - T ‘
/ (@ ) 1’1<6¢<wu> Sop(zyy ) w(m)---aso(xnln)) =0
h(z1) - h(zn)e(@11) - - p(z1yy) - o(@n1) - o( @i, )

(2.70)
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mit F; = [dz Aj(x)hi(z) , A; € P und h; € D(M). Dabei sind die Funktionalablei-

li A (s e
tungen #% Distributionen mit Trager auf der totalen Diagonale ;4 £

{(ziy2i1 .. zg,) € Mtz = 251 = ... = 2;,}, d.h. sie lassen sich schreiben als
eine Summe von Produkten aus Elementen in P und §-Funktionen bzw. Ableitungen
der d-Funktionen abhéngig von den Relativkoordinaten. Die Ausintegration dieser
0-Funktionen liefert das Resultat

R(Fl@"'@anlaFn):
8liAZ

U1yeiln aq1---Qil,

bzw.

Rn—l,l(Al ($1) SJEE An—l(xn—l) A (xN)) -
l;

A @ij,
2 gt a2 30 o) ‘)"')‘@EOHGWW

I1,0ln ai1..-Qjl; Ji=1

(2.72)

Ol A;
0(9%i1p)--0(0" i )

fir Multiindizes a;j;, € Ng. Die Polynome werden als Subpolynome

von A; bezeichnet.

Diese Entwicklung der retardierten Produkte nach den Feldern wird bei der Konstruk-
tion der retardierten Produkte in Abschnitt 3.2.2 eine entscheidende Rolle spielen.

Kovarianz: Sei U eine unitire Darstellung der eigentlichen orthochronen Poincaré-Gruppe

731 (bzw. ihrer universellen Uberlagerung im Fall von Feldern mit halbzahligem Spin)
auf dem Raum der klassischen Feldgeschichten C. Im Fall des reellen Skalarfeldes
wéihlen wir

Pl 5 (A a) — U(A, a), (2.73)

definiert durch
(U, a)f) (@) = fianl@) = fIAT (@ - a)), (2.74)

wobei A € LL (eigentliche orthochrone Lorentz-Gruppe), a € R* und f € C. U

induziert in natiirlicher Weise eine Wirkung von 731_ auf dem Feld ¢, definiert durch

P (@) (f) = e(@)(fa,a)-1), (2.75)

d.h. a0 (7) = ¢(Az + a). Damit erhalten wir Automorphismen 35 4) bzw. a(s )
(V(A,a) € P_D auf den Feldfunktionalen F(C) bzw. den Feldpolynomen P durch

BinaF(9) = Floma) — YE(p) € F(C) (2.76)
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und
arP = P (2.77)
a(A,a)(AB) = a(A,a)Aa(A,a)B > AaBEPa
A" A E NG o oA (2.78)

Die natiirlichen Fortsetzungen auf die Réume Sym"P ® P bzw. D'(M"! F(C)) ~
D'(M"1) ® F(C) bezeichnen wir ebenfalls mit ay q) bzw. 5(a o). Nach der Definition
der retardierten Produkte und der Kovarianz von Sy gilt

BiraRFE",G) = R((Ba,a)F)®™, Biaa)G)- (2.79)

Damit gilt fiir die retardierten Produkte R,, ;

le o Oé(A7a) == ﬂ(Aﬂ) o le. (2.80)
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Kapitel 3

Algebraische Formulierung der
perturbativen Quantenfeldtheorie

Nachdem in Kapitel 2 die wesentlichen Aspekte einer algebraischen Beschreibung der per-
turbativen klassischen Feldtheorie vorgestellt wurden, ist das Ziel dieses Kapitels, eine
konsistente Quantisierungsmethode anzugeben, die einer klassischen Feldtheorie eine al-
gebraisch formulierte perturbative Quantenfeldtheorie zuordnet. Dabei wird sich zeigen,
dass ein grofler Teil der algebraischen Struktur der klassischen Feldtheorie nicht nur auf-
recht erhalten werden kann, sondern sogar wegweisenden Charakter bei der Definition einer
konsistenten perturbativen Quantenfeldtheorie iibernimmt.

Das grundlegende Objekt einer algebraischen Quantenfeldtheorie ist das Netz der lo-
kalen Observablenalgebren O — 2(Q), das die sogenannten Haag-Kastler-Aziome erfiillt
(siehe z.B. [24]). A(O) bezeichnet dabei die Algebra der Observablen, die innerhalb des offe-
nen Raumzeitgebietes O C M gemessen werden konnen. Fine Hilbert-Raum-Beschreibung
der jeweiligen Quantenfeldtheorie ergibt sich durch eine geeignete Darstellung der Obser-
vablenalgebra 2 (= induktiver Limes des Netzes der lokalen Observablenalgebren, formal
A = Jo A(O)) durch Operatoren auf einem Hilbert-Raum. Wahrend dies in Systemen
mit endlich vielen Freiheitsgraden als eine dquivalente Beschreibung der Theorie angesehen
werden kann, verliert man in einer Quantenfeldtheorie durch die Beschrinkung auf eine
spezielle Hilbert-Raum-Darstellung der Observablenalgebra wesentliche Einsichten in die
Struktur der Theorie. Die algebraische Quantenfeldtheorie betrachtet deshalb die lokalen
Observablenalgebren als die priméren Objekte und versucht grundlegende Eigenschaften
der Theorie aus deren Struktur und gegenseitigen Beziehung abzuleiten.

Die direkte Konstruktion lokaler Observablenalgebren einer Quantenfeldtheorie kann
fiir freie Feldtheorien explizit durchgefiithrt werden (siche beispielsweise [10]), erweist sich
aber im Fall wechselwirkender Theorien als duflerst schwierig. Ausgehend von dieser Pro-
blemstellung wandten Diitsch und Fredenhagen in [10] den Formalismus der algebraischen
Quantenfeldtheorie erfolgreich auf die stoérungstheoretische Behandlung wechselwirkender
Quantenfeldtheorien an. Den Rahmen fiir eine solche algebraische perturbative Beschrei-
bung einer Quantenfeldtheorie liefert die Observablenalgebra der zugehorigen freien Theo-
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rie.

Ausgehend von der algebraischen Beschreibung der klassischen Feldtheorie in Kapitel 2
bietet sich zur Konstruktion der lokalen Observablenalgebren einer zugehorigen Quanten-
feldtheorie die Methode der Deformationsquantisierung (siche beispielsweise [28]) an. Die
grundlegende Idee dieser Quantisierungsvorschrift besteht darin, die kommutative Obser-
vablenalgebra der klassischen Theorie durch die Einfithrung eines nichtkommutativen Pro-
duktes (Sternprodukt), derart zu deformieren, dass die neue Algebra in konsistenter Weise
als die quantenfeldtheoretische Observablenalgebra des zugrundliegenden klassischen Mo-
dells interpretiert werden kann. Das Sternprodukt wird definiert als eine Familie! xj von
assoziativen Produkten auf einer vorgegebenen Poisson-Algebra? 93, die folgende definie-
rende Eigenschaften erfiillt:

lim Fx,G = FG (3.1)
o1
lim —[F.Gl, = {FG} (3.2)

fir alle F, G € P und [F, G],, = FxnG—G*,F'. FG meint dabei das kommutative Produkt
und {-, -} die Poisson-Klammer der Poisson-Algebra 3.

In unserem Fall wihlen wir fiir 8 das Netz der lokalen klassischen Observablenalgebren
O — Fo(C) zusammen mit der in Abschnitt 2.4 definierten Peierls-Klammer (einge-
schriankt auf Fo(C)) als Poisson-Klammer und dem iiber die Auswertung auf C definierten
kommutativen Produkt (siehe Abschnitt 2.1). Dabei bezeichnet Fp(C) C F(C) die Alge-
bra der (klassischen) Observablen® F' € F(C), die in dem offenen Raumzeitgebiet O C M
lokalisiert sind

Fo(C) = {F € F(C),supplt c 0}. (3.3)

Wie in Kapitel 2 wihlen wir als Grundlage einer stérungstheoretischen Konstruktion ei-
ner wechselwirkenden Quantenfeldtheorie die Observablenalgebra einer freien Quanten-
feldtheorie und beschreiben wechselwirkende Felder darin als formale Potenzreihen einer
Kopplungskonstanten. Dieses Vorgehen entspricht dem Wechselwirkungsbild der iiblichen
Storungstheorie im Fockraum der freien Felder. Dementsprechend betrachten wir zunéchst
die Quantisierung einer freien klassischen Feldtheorie und wenden uns anschliefend der
perturbativen Beschreibung einer wechselwirkenden Theorie zu.

15 > 0 wird hier als ein Deformationsparameter aufgefasst.

2Fine Poisson-Algebra ist eine kommutative und assoziative Algebra mit einem zusétzlichen Produkt
(Poisson-Klammer), das die Eigenschaften Antisymmetrie, Leibniz-Regel und Jakobi-Identitéit besitzt.

3Wir gehen hier davon aus, dass der Raum der klassischen Observablen mit dem Raum der Feldfunk-
tionale F(C) iibereinstimmt. Dies ist fiir Theorien mit gewissen inneren bzw. Eichsymmetrien sicher nicht
der Fall. Zur algebraischen Konstruktion der lokalen Observablenalgebren im Fall von Eichtheorien siehe
Abschnitt 5.2
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3.1 Quantisierung einer freien Feldtheorie

Zur Quantisierung einer freien klassischen Feldtheorie im Rahmen der Deformationsquan-
tisierung ist die explizite Angabe eines Sternprodukts nétig. Im Gegensatz zur Quanti-
sierung endlich dimensionaler Systeme ist die Wahl eines wohldefinierten Sternproduktes
in der Quantenfeldtheorie wesentlich durch den singuldren Charakter der Quantenfelder
eingeschrinkt. Wie Diitsch und Fredenhagen in [23] bewiesen, ist folgendes Sternprodukt
— interpretiert als formale Potenzreihe in & — auf der Observablenalgebra F(C) des freien
Skalarfeldes ausgezeichnet:

S F
dp(w1) -+ 0p(zn)

00 n

n=0
"G
dp(y1) -+ 0 (yn)

x H Ay(z; — i)
i=1

fiir alle F,G € Fo(C) und mit der 2-Punkt-Funktion des freien skalaren Feldes A, . Die
geforderte Wellenfrontmengeneigenschaft der Distributionen ¢, in (3.5) garantiert dabei
die Wohldefiniertheit des punktweisen Produkts der jeweiligen Distributionen in (3.4), und
fithrt dazu, dass F x;; G selbst wieder ein Funktional in F(C) ist, mit dem einzigen Unter-
schied, dass die Distributionen ¢,, nun in den Raum CJ[[A]] der formalen Potenzreihen in &
mit Koeffizienten aus C abbilden (siehe [10]).

Entsprechend definieren wir F wie in Kapitel 2 als die Algebra der Funktionale F' von
der Form

N
F = Z/dwl...dxngo(xl)---Lp(xn)tn(xl,...,a:n) , N <oo (3.5)
n=0

mit tg € C[[A]] und C[[A]]-wertigen kompakt getragenen Distributionen ¢, € D'(M, C[[h]]),
n > 0, deren Wellenfrontmenge leeren Durchschnitt mit M" x (V'; UV"") besitzt, zusammen
mit dem {iber die Auswertung auf C definierten klassischen Produkt. Die Unteralgebren der
im Raumzeitgebiet O C M lokalisierten Funktionale F' € F bezeichnen wir mit F(O):

F(0) £ {F € F,suppst C O}. (3.6)
(3.4) definiert damit auf den lokalen (Poisson-) Algebren F(O) ein Sternprodukt
*1 1 F(O) x F(O) — F(0O), (3.7)

das die Forderungen (3.1) und (3.2) (unter Verwendung der Identitit A(z) = 2ImA, (x))
erfiillt.

Um den Zusammenhang mit der {iblichen Quantisierung des freien skalaren Feldes im
Fock-Raum herzustellen, betrachten wir folgende Darstellung p von F durch Operatoren
auf dem freien Fock-Raum, gegeben durch

— 1 S F
=3 [t o] pl@) elan) s VP EF (39
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mit der bekannten Wick-Ordnung : --- : im freien Fock-Raum, erklédrt durch Ordnen der
Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren. Dass p tatséchlich eine Darstellung ist (d.h. es
gilt p(F*1G) = p(F)p(G) mit dem Operator-Produkt im Fock-Raum auf der rechten Seite)
ist eine Folge des Wick-Theorems (siehe beispielsweise [11]). Der Kern der Darstellung p
ist gerade das Ideal J°°, das von den freien Feldgleichungen erzeugt wird, d.h.

mtn(xl,....xn)} (3.9)

(zum Beweis siche Theorem 4.1 in [23]). Folglich induziert (3.8) zusammen mit der kano-
nischen Projektion 7 : F —s F/J0 < Ko geméfl pg o m = p eine treue Darstellung pg der
Algebra der freien Felder Fy im Fock-Raum des freien Skalarfeldes.

Wihrend das freie Feld w(p(h)) € Fo, h € D(M), bzw. das zugehorige freie Feld
p(p(h)) auf dem Fock-Raum die freien Feldgleichung erfiillt (d.h. es gilt m(p(h)) = 0 bzw.
p(p(h)) = 0 fiir alle h = (O + m?)g mit g € D(M)), gilt dies fiir das Basisfeld ¢(h) € F
nicht. Fiir die perturbative Beschreibung einer wechselwirkenden Quantenfeldtheorie hat
sich die Algebra F gegeniiber der Algebra F{ gerade in Zusammenhang mit der Charakte-
risierung der endlichen Renormierungsfreiheiten der wechselwirkenden Felder als wesentlich
geeigneter erwiesen.

Aus der obigen Form der Darstellung p ist unmittelbar ersichtlich, dass dem Vakuum-
Zustand im freien Fock-Raum folgendes lineare Funktional auf der Algebra F entspricht

N
TS50 = {FE]—",F:;/dm...dmngp(xl)---gp(xn_l)é550

wo: F — C[[h]] (3.10)
F - F‘cpZO =ty

mit F' gegeben durch (3.5). Damit finden wir in der Entwicklung (2.71) die bekannte Wick-
Entwicklung auf der algebraischen Ebene wieder.

3.2 Kausale Storungstheorie fiir lokale Wechselwirkungen

Nach der Behandlung der Quantisierung einer freien klassischen Feldtheorie wenden wir uns
nun wechselwirkenden Theorien zu. Wie in Kapitel 2 beschrinken wir uns auf lokalisierte
Wechselwirkungen und definieren wechselwirkende Felder als formale Potenzreihen in ei-
ner Kopplungskonstante in der deformierten Algebra (F,*p) der freien Feldfunktionale. Im
Gegensatz zur Definition klassischer retardierter wechselwirkender Felder mit Hilfe retar-
dierter Wellenoperatoren, werden in der Quantenfeldtheorie zunéchst retardierte Produk-
te als F-wertige Distributionen auf dem Raum der P®"-wertigen Testfunktionen anhand
der grundlegenden Eigenschaften der klassischen retardierten Produkte (siche Abschnitt
2.5) definiert. Retardierte wechselwirkende Quantenfelder lassen sich dann ausgehend von
den retardierten Produkten analog zu der Potenzreihenentwicklung (2.29) definieren. Diese
Konstruktion einer wechselwirkenden Quantenfeldtheorie wurde in [22] auf der Grundlage
der Arbeiten von Steinmann [29, 30] ausfiihrlich beschrieben. Wie sich dabei zeigt, sind
quantenfeldtheoretische retardierte Produkte im Gegensatz zu den klassischen retardierten
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Produkten nicht eindeutig durch die geforderten Eigenschaften festgelegt. Diese Tatsache
spiegelt sich unmittelbar in den bekannten endlichen Renormierungsfreiheiten einer Quan-
tenfeldtheorie wider (sieche Abschnitt 3.2.3).

Der folgende Abschnitt behandelt die axiomatische Definition retardierter Produkte,
welche den Grundbaustein fiir die Definition wechselwirkender Quantenfelder liefern. An-
schlieend werden die wesentlichen Aspekte der induktiven Konstruktion retardierter Pro-
dukte anhand der geforderten Eigenschaften in Abschnitt 3.2.2 beschrieben. Abschnitt 3.2.3
fasst die Charakterisierung der endlichen Renormierungsfreiheiten durch das Umdefinieren
der Wechselwirkung und Feldfunktionale kurz zusammen.

3.2.1 Retardierte Produkte und wechselwirkende Felder

Motiviert durch die perturbative Behandlung der klassischen Feldtheorie definieren wir
retardierte wechselwirkende Quantenfelder zu B € Fj,. und lokalisierten Wechselwirkungen
AS € Foc als formale Potenzreihen in einer Kopplungskonstante A im Raum der freien
Feldfunktionale F gem#f

M=) A—'R(S®", B) = R(e%’, B) (3.11)
n.
n=0

mit quantenfeldtheoretischen retardierten Produkten* R als ”Entwicklungskoeffizienten”.
Diese fithren wir wie in Abschnitt 2.5 zuriick auf die Familie der linearen Abbildungen

R,1:Sym"P@P — DM F) (3.12)
A® - ®A4,9B — R,1(A1®---®A,,B),

mit der formalen Schreibweise

Rn,l(Al ®...0 Ay, B)(i®- @ f®g) = /d(x7y)Rn,l(A1($1) ® - @ An(zn), B(y))
xfi(z1) - g(y)

fir f1,..., fn,g € D(M). Die Familie (R, 1)nen, wird definiert anhand folgender Eigen-
schaften:

Anfangsbedingung:
Ro1(A(z)) ¥ A(z) VAeP (3.13)

)

Kausalitét:

suppRn,1(A(71) @ -+ © A(wn), B(x)) C {(21,. .., 2p, ) € Mz, € 2+ V_ Vi € n}
(3.14)

Im folgenden bezeichnen wir klassische retardierte Produkte mit R..
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GLZ-Relation:

> {Rp11(®ierHi(xs), F(x)), Ry (@jereHj(x;), G(y)) } (3.15)
ICn

= Rn111(®ienHi(2i) ® F(2),G(Y)) — Rut1,1(@ienHi(z:) @ G(y), F())

fur F,G,H; € P, i € n.

{-, -} bezeichnet hier die quantenfeldtheoretische Poisson-Klammer definiert durch

1
{F,G} = E[F’ Glx, (3.16)
mit dem Sternprodukt (3.4) der freien Theorie. Zur deutlichen Unterscheidung be-
zeichnen wir im folgenden die klassische Peierls-Klammer mit {-,-, }.;. Wegen (3.2)
gilt hmhﬂo{-, } = {-, '}cl-

Das entscheidende Merkmal der GLZ-Relation liegt darin, dass die linke Seite von
(3.15) nur retardierte Produkte von geringerer Ordnung enthilt als die rechte Sei-
te. Dies ermoglicht zusammen mit der Anfangsbedingung von oben eine induktive
Konstruktion retardierter Produkte.

Action-Ward-Identitit: Wir wollen die Definition der retardierten Produkte auf den
Raum der lokalen Funktionale Fi,. ausweiten. Dazu fordern wir die Vertauschbarkeit
von R, ; mit partiellen Ableitungen, d.h.

Ry (Ar(21)®- - 0" Ai(@;) -+ @ An(wn), B(y)) = 0f, Rn a1 (A1(21)®- - @ An(2n), B(y)),
(3.17)
und analog fiir .

def

Bezeichne k : P ® D(M) — Fioc die lineare Abbildung definiert durch (A ® g) =
A(g) = [ dx A(z)g(z). Der Kern K der Abbildung & wird aufgespannt von Elementen
der Form A ® ot'g + 0" A ® ¢ fiir beliebige A € P und g € D(M). Wir bezeichnen die
natiirliche Fortsetzung von x auf (Sym"P®@P)@D(M") ~ Sym™(PRD(M))® (P®
D(M) mit ky,1 und ihren Kern mit ICy, 1. R, 1 — aufgefasst als F-wertige Distribution
auf den Sym"P ® P-wertigen Testfunktionen auf M"*! — verschwindet wegen der ge-
forderten Action-Ward-Identitdt (3.17) identisch auf KCp, 1. Damit konnen retardierte
Produkte R auf dem Raum Sym"Fj, ® Fioc implizit durch R, 1 = R o K,,1 definiert
werden.

Explizit heiit das: Sind F = [dz A(z)g(z) und G = [dz B(z)h(z) mit A,B € P
und g, h € D(M) lokale Funktionale, so werden retardierte Produkte auf der Algebra
der lokalen Funktionale i, als lineare Abbildungen

R:Sym"Foe @ Floe — F (3.18)
F®" G +—— R(F®",Q)
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durch
RO, [ d(a,y) Rua(Al) © -+ © Alza), BW)g(e) -+ 9(a)h(y)

definiert.

Kovarianz: Wir fordern die Kovarianz der retardierten Produkte R, 1, d.h. es gelte mit
den in Abschnitt 3.2.1 definierten Automorphismen «(y q) und B4 q)

le 9] a(A,a) = B(A,a) o le (319)
fiir alle (A, a) € 771_.

Feldunabhingigkeit: Wir beschréinken uns auf Wirkungen .Sy der zugrundeliegenden frei-
en Theorie, die héchstens quadratisch von den Feldern abhingen und fordern die
Unabhéingigkeit der retardierten Produkte von den Feldern, d.h. R, ; vertausche mit
Funktionalableitungen % Damit kann der distributionelle Anteil eines retardierten
Produktes R, 1(A1(z1) ® - - ® Ay, (), B(y)) mit Hilfe der Wick-Entwicklung (2.72)
auf skalare Distributionen (Vakuumserwartungswerte der retardierten Produkte von

Subpolynomen der Ay, ..., A,, B € P) zuriickgefiihrt werden.

Unitaritét: Besitzt die Algebra der Feldfunktionale F (bzw. die Algebra der Feldpolyno-
me P) eine *-Struktur (beispielsweise fiir eine komplexes skalares Feld), so fordern
wir fiir alle Fy,..., F,, G € Foc

RFI® - ®F, G =R(F;® - @ F*,G) (3.20)

und analog fiir R, ;. Diese Forderung fiihrt im Fall einer hermiteschen Wechselwir-
kung S;, = Sint zu einer formal unitéren S-Matrix® und wechselwirkenden Feldern,

die sich unter der *-Struktur wie die zugrundeliegenden Feldfunktionale verhalten:

(G%) = (G")*.
Feldgleichung: Wir fordern die Yang-Feldman-Gleichung in der off-shell-Version

QOG(w) = o(z) — /dy A (2 — 7)) (%)G VG € Floc (3.21)

mit der (eindeutigen) retardierten Greensfunktion der freien Wirkung Sp. Damit
erfiillt das wechselwirkende Feld ¢ (z) die wechselwirkende off-shell Feldgleichung

5 B 5
dp(x)/ — dp(w)

5Zur Definition der S-Matrix in der kausalen Storungstheorie siche Anhang A.

(O + m?)eS (z) + R(eg, (3.22)
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Die Definition quantenfeldtheoretischer retardierter Produkte anhand dieser Eigenschaf-
ten wird vornehmlich motiviert durch die entsprechenden Eigenschaften der klassischen
retardierten Produkte. Der einzige Unterschied zu den in Abschnitt 2.5 aufgezdhlten Fi-
genschaften liegt in der Ersetzung der Peierls-Klammer in der GLZ-Relation (3.15) durch
die deformierte Poisson-Klammer {-,-} = [, ], . Daraus folgt unter Beachtung von (3.2)
unmittelbar, dass quantenfeldtheoretische retardierte Produkte zu unterster Ordnung in A
mit den klassischen retardierten Produkten R iibereinstimmen®. Formal gilt also

lim Ry, 1 = R, (3.23)

Wie aus dem néchsten Abschnitt hervorgeht, sind quantenfeldtheoretische retardier-
te Produkte durch die obigen Forderungen bereits weitgehend festgelegt. Die verbleibende
Freiheit in ihrer Festlegung kann in gewissen Féllen dazu dienen, weitere Normierungseigen-
schaften an die retardierten Produkte (z.B. Symmetrieeigenschaften der zugrundeliegenden
klassischen Theorie, sieche Kapitel 4) zu erfiillen”.

3.2.2 Induktive Konstruktion der retardierten Produkte

Dieser Abschnitt gibt einen Uberblick iiber das in [22] ausfiihrlich behandelte Vorgehen zur
induktiven Konstruktion retardierter Produkte anhand der im vorhergehenden Abschnitt
geforderten Eigenschaften.

Bezeichne P’ den Dualraum von P. Mit Hilfe der Isomorphie D'(M"*!, F) ~ D'(M"+!)®
F interpretieren wir Ry, 1 (3.12) als (Sym"P’ @ P') ® F -wertige, in den ersten n Variablen
symmetrische Distribution auf M™*! und schreiben formal Ry1(x1,...,2n,y). Nach Ein-
setzen von A1 ® --- ® A, ® B € Sym"™P ® P erhalten wir daraus die F-wertige Distribution
Rp1(Ai(z1) ® -+ ® Ap(xy), B(y)) zuriick.

Die Konstruktion der retardierten Produkte R, ; erfolgt induktiv iiber die Ordnung n.
Zu unterster Ordnung ist Ry ; durch (3.13) festgelegt (Anfangsbedingung). Entscheidend
ist jetzt, dass retardierte Produkte zu hoheren Ordnungen n > 0 durch die retardierten
Produkte zu niedrigeren Ordnungen bereits weitgehend festgelegt sind:

Satz 3.1. Seien retardierte Produkte Ry fir alle k < n derart konstruiert, dass sie
die geforderten Bedingungen in Abschnitt 3.2.1 erfiillen. Dann existiert eine eindeutige
(Sym"P'@P")@F -wertige Distribution Ry, | auf MM -y = ML —{(2q,...,2,,9) €
M 2y = =z, =y}, die ebenfalls die Forderungen an R,1 aus 3.2.1 erfiillt.

Der Beweis beruht auf den Forderungen Kausalitédt und GLZ-Relation sowie der
Symmetrie von R,, 1 in den ersten n Eintrégen und ist in vollstéandiger Form in [22], p.21ff,
zu finden. Hier soll nur die Idee des Beweises skizziert werden:

%In diesem Zusammenhang wird darauf hingewiesen, dass in [22] eine andere Konvention gewihlt wurde.

"In [22] werden iiberdies Glattheit in der Masse und ”fast homogenes” Transformationsverhalten un-
ter Skalentransformationen von den retardierten Produkten gefordert. Diese Eigenschaften nehmen keinen
Einfluss auf die Betrachtungen dieser Arbeit und werden deshalb nicht in die obige Liste der definierenden
Eigenschaften aufgenommen.
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Zunichst folgt aus der Kausalitdt (3.14), dass R} |(71,...,%y,y) verschwindet, falls

mindestens ein x;, aulerhalb von y+V _ liegt. In den iibrigen Fillen existiert zu (21, ..., Ty,
y) ¢ D, 1 mindestens ein z;, das sich von y unterscheidet und in y + V_ liegt. Aus der
GLZ-Relation (3.15) folgt dann

RZ71($1, Ce ,a:n,y) = Z {Rum(.%’i,i S I,xk),Ruc‘,l(mj,j € Ic,y)}. (3.24)
Icn\{k}

Nach Voraussetzung ist die rechte Seite dieser Gleichung bekannt. Es bleibt zu zeigen,
dass diese Festlegung von R&l(:ﬂl, ..y Tn,y) im Fall eines zweiten xp mit zp # y und
x €y + V_ auf keinen Widerspruch fiihrt und dass die so auBerhalb von D, definierte
Distribution R} ; die geforderten Eigenschaften erfiillt (siehe [22]).

FEine weitere Folge der GLZ-Relation ist die Tatsache, dass nur der vollsténdig symme-
trische Anteil S, 1 des retardierten Produktes R,

def 1

- n+1

n
<ZRn71(xk+1,...,xn,y,x1, cey Tk) —|—R(m1,...,xn,y))
k=1

Sn-i—l(xla cee 737n7y)

durch die retardierten Produkte zu niedrigeren Ordnungen unbestimmt ist. Tatséchlich
erhélt man unter Verwendung von (3.15)

Ryi(z1,...,2n,y) = Spy1(z1, ..., 20, Y)

IR : ,
n+1z Z {R‘[‘,l(ﬂji,’bGI,ij),R‘[CLl(-Tj,] EIC,y)}
k=1 1Cm\ (K}

+

Der wesentliche Schritt in der Konstruktion von R, besteht jetzt in der Fortsetzung
des symmetrischen Anteils S7.; von R} ; auf ganz M" 1 d.h. auf den Raum aller Test-
funktionen D(M"*1). Dabei spielen die iibrigen in Abschnitt 3.2.1 geforderten Eigenschaf-
ten eine tragende Rolle. Mit Hilfe der Feldunabhiingigkeit lisst sich die Fortsetzung
der Distributionen Sp | (A1(21) ® --- ® Ap(zn) ® B(y)) zu beliebigen Ay,...,A,,B € P
auf die Fortsetzung gewisser skalarer Distributionen zuriickfiihren (siehe die Entwicklung
(2.72)). Genauer handelt es sich dabei um vollsténdig symmetrisierte Vakuumserwartungs-
werte sp 1 (A1(21) @ - ® An(wn) @ B(y)) = S 1 (Ai(21) @ -+ @ Ap(za) ® B(y))[ ,_, von
retardierten Produkten mit Subpolynomen Aj,...,A,, B € P der urspriinglichen Feld-
polynome Ay,...,A,, B € P als Eintrage. Wegen der geforderten Kovarianz beziiglich
(L,a) € 731_ fiir alle a € R* hiingen diese Distributionen nur von den relativen Koordinaten
(y —x1,...,y — x,) ab und das Problem reduziert sich damit auf die Fortsetzung gewisser
skalarer Distributionen, definiert auf D(R™\{0}), nach ganz D(R™). In den typischen auf-
tretenden Féllen ist dies stets moglich, allerdings ist die Fortsetzung im allgemeinen nicht
eindeutig. Dies ist der Ursprung der endlichen Renormierungsfreiheiten einer perturbativen
Quantenfeldtheorie.

Die Existenz und Eindeutigkeit der Fortsetzung einer Distribution ¢t° € D'(R™\{0}) zu
einer Distribution ¢ € D'(R™) ldsst sich durch den von Steinmann eingefiihrten Skalengrad
charakterisieren [29]:
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Definition 3.2. Sei t € D'(R™\{0}). Der Skalengrad sd(¢) von ¢ ist definiert durch
sd(t) € inf{6 € R| n{% p°t(pz) = 0}. (3.25)
p

Bemerkung 3.3. Der Skalengrad einer Distribution ¢ € D'(R™) ldsst sich in gleicher Weise
definieren und stimmt mit dem Skalengrad der zugehorigen auf D(R™\{0}) eingeschrénkten
Distribution iiberein.

Wir schréinken die Freiheit in der Fortsetzung von s | | weiter ein durch die Forderung,
dass der Skalengrad der fortgesetzten Distribution s, nicht gréfler ist als derjenige von
Spi1-

Es gilt nun folgendes Theorem:

Theorem 3.1. Sei t° € D'(R™\{0}). Dann gilt:
o Ist sd(t°) < n, so emistiert eine eindeutige Fortsetzung t € D'(R™) mit sd(t) = sd(¢°).

o Ist n < sd(t°) < oo, so existiert stets eine Fortsetzung t € D'(R™) mit sd(t) =
sd(t°), diese ist jedoch micht eindeutig. Sei ty eine spezielle Fortsetzung, so lautet die
allgemeinste Fortsetzung

t=to+ > Cod"6™ (3.26)

la|<sd(t°)—n
mit beliebigen Konstanten Cy € C und der Delta-Distribution 6 auf R™.
o Ist sd(t°) = oo, dann ezistiert keine Fortsetzung t € D'(R™).

Ein Beweis dieses Theorems findet sich beispielsweise in [22, 13].

Die Fortsetzung der skalaren Distributionen 5%+1(14~11®- - @An, B)(y—11,...,y—x,) un-
terliegt schliefllich noch den beiden verbleibenden Bedingungen Action-Ward-Identitét
und Feldgleichung. Diitsch und Fredenhagen konnten in [22] zeigen, dass diese Forde-
rungen stets erfiillt werden kénnen. Im Rahmen dieser Arbeit geniigt es, die wesentlichen
Schritte des Beweises der Action-Ward-Identitit kurz zu erldutern:

Wegen der Vertauschbarkeit von partiellen Ableitungen mit Funktionalableitungen in
der Entwicklung (2.72) spiegelt sich die Giiltigkeit der Action-Ward-Identitat fiir R,, 1 in der
Vertauschbarkeit der skalaren Distributionen r, ; mit partiellen Ableitungen wider. Nach
Voraussetzung gilt dies bereits fiir die skalaren Distributionen rp ; bzw. s7 ., da R, ; aus re-
tardierten Produkten niedriger Ordnung konstruiert wurde. Sei zu A € P eine Fortsetzung
S A(z), .. ) von sg (..., A(z), . ..) vorgegeben. Dann ist 9% spy1(..., A(z),...) eine
Fortsetzung von dysy (..., A(x),...) = s5 (..., 0"A(x),...). Man definiert die Fortset-
zung von sp (..., 0" A(z),...) nun durch s,q1(...,0"A(x),...) E Wsnia(..., Alx),...).
Die Hauptschwierigkeit besteht jetzt darin, zu beweisen, dass dieses Vorgehen auf keine
Widerspriiche fithrt. Dazu lésst sich zeigen, dass in P ein Unterraum Pp,) existiert, derart
dass sich jedes Feldpolynom in P schreiben lésst als die Anwendung eines Polynoms in den
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partiellen Ableitungen 0* auf ein Element in Py, dies jedoch fiir kein Element in Py,
gilt. Die Feldpolynome in Py, heiflen balancierte Felder. Mit diesem Resultat ldsst sich
dann die Action-Ward-Identitéit erfiillen, indem man zunéchst die skalaren Distributionen
spi1(Ar,..., Ay, B) fiir Ay,..., Ap, B € Ppa unabhingig fortsetzt und anschliefend die
Fortsetzungen der Distributionen s; ,; mit Eintrdgen aus P — Py, als Linearkombinatio-
nen von partiellen Ableitungen dieser Fortsetzungen definiert.

3.2.3 Normierungsfreiheit der retardierten Produkte

Im vorhergehenden Abschnitt wurde skizziert, wie sich retardierte Produkte (3.12) prin-
zipiell konstruieren lassen, so dass diese alle Forderungen in Abschnitt 3.2.1 erfiillen. Es
ist wesentliches Merkmal der Konstruktion, dass die retardierten Produkte jedoch dadurch
im allgemeinen noch nicht eindeutig festgelegt werden (siehe Theorem 3.1). Dies bedingt
die endliche Renormierungsfreiheit der perturbativen Quantenfeldtheorie, die auch in an-
deren Renormierungsschemata auftritt und Ursprung der Einfiihrung und Untersuchung
von Renormierungsgruppen ist. Ein zentrales Ergebnis der Renormierungstheorie ist die
Tatsache, dass die endlichen Renormierungsfreiheiten durch eine Umdefinition der physika-
lischen Parameter ausgedriickt werden kénnen. Im Rahmen der kausalen Stérungstheorie
mittels retardierter Produkte kann das folgendermaflen ausgedriickt werden [22]:

Theorem 3.2. Gegeben seien retardierte Produkte R, R: SymFioec ® Floe — F mit den
FEigenschaften Anfangsbedingung, Kausalitidt, Kovarianz, GLZ-Relation, Unitaritét, Feld-
unabhéngigkeit und Feldgleichung. Dann existiert eine eindeutige lineare Abbildung

D : SymFioc — Floc (3.27)
mit den Eigenschaften:
(i) D(1)=0
(ti) D(F)=F, VF € Foc

(i) Supp( D(F1®...®Fn)> c ﬂsupp(;};i), Fe F

(iv) 5o = D<eg ® %)
(v)  Dleg @ p(h)) = p(h), YF € Fio
(vi) D(F®")" = D((F")*")

(i) BaaDEF®") = D((BaF)®"), V(A,a) € P} (3.28)
und den Automorphismen By q) (2.76), so dass folgende Relation zwischen R und R gilt
A eS’
R(eS,F) = R(eg ™ D(e§ @ F)) VS, F € Fioe. (3.29)

Umgekehrt erhilt man zu gegebenem retardierten Produkt R (mit den geforderten Ei-
genschaften von oben) und einer Abbildung D mit den Figenschaften (i) bis (vii) via (3.29)
ein neues retardiertes Produkt R, das wieder die oben geforderten Figenschaften besitzt.
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Ein Beweis dieses Theorems findet sich in der Orginalarbeit [22].

Die wesentliche Aussage dieses Theorems liegt darin, dass sich endliche Renormierungen
der wechselwirkenden Felder zum Feldfunktional ' und der Wechselwirkung .S, denen die
Wahl verschiedener Fortsetzungen der jeweiligen Distributionen auf die totale Diagonale
bei der Konstruktion retardierter Produkte zugrundeliegen, durch eine Umdefinition der
Wechselwirkung S — D(e2) und des Feldfunktionals F — D(e ® F') ausdriicken lassen.
Da die klassischen retardierten Produkte eindeutig sind, gilt fiir die Abbildung D stets

D(e2)=S+0O(h) und D(e2® F) = F + O(h). (3.30)



Kapitel 4

Die Master-Ward-Identitat

Ein zentrales Problem der Quantenfeldtheorie lautet: Welche Symmetrien der zugrundelie-
genden klassischen Feldtheorie konnen bei der Quantisierung aufrecht erhalten werden und
welche lassen sich nicht in konsistenter Weise in die Quantentheorie iibertragen? In der
klassischen Feldtheorie treten kontinuierliche Symmetrien geméfl des Noether-Theorems
stets gemeinsam mit erhalten Stromen auf, aus denen durch Integration gewisse Erhal-
tungsgroflen gewonnen werden konnen. Der Beweis des Noether-Theorems in der klassi-
schen Feldtheorie ist wegen des singuldren Charakters der wechselwirkenden Quantenfelder
jedoch nicht in die Quantenfeldtheorie iibertragbar.

Im Rahmen der in Kapitel 3 beschriebenen kausalen Storungstheorie kann es beim
zentralen Punkt der Konstruktion retardierter Produkte — der Fortsetzung auf die tota-
le Diagonale — zu Verletzungen gewisser Symmetrien kommen. Die entscheidende Frage
lautet damit, in welchen Féllen eine Fortsetzung der jeweiligen skalaren Distributionen
t° € D'(RF\{0}) zu t € D'(RF) existiert, so dass die Symmetrien der Distributionen ¢° auch
fiir die Fortsetzung ¢ gelten. Diese Fragestellung wurde in [22] auf ein kohomologisches
Problem in der zugrundliegenden Symmetriegruppe zuriickgefiihrt. Die Anwendung dieses
Resultats auf die Poincaré-Symmetrie ergibt unmittelbar die Existenz retardierter Produk-
te, die die in Abschnitt 3.2.1 geforderte Kovarianz erfiillen. Eine explizite Konstruktion
kovarianter Fortsetzungen wurde bereits in den fritheren Arbeiten [31] und [32] gefunden.

In der Quantenfeldtheorie wird die Erhaltung gewisser Strome, die klassisch erhaltenen
Stroémen entsprechen, gewohnlich in Form sogenannter Ward-Identititen ausgedriickt. Die
Giiltigkeit der Ward-Identitdten ist im allgemeinen nicht zwangslaufig garantiert, selbst
wenn die jeweilige Symmetrie bei der Konstruktion der retardierten Produkte respektiert
werden kann. Ein Beispiel dafiir ist die bekannte Axial-Anomalie der masselosen Quanten-
elektrodynamik: Nach dem oben erwiihnten Resultat aus [22] kann die Giiltigkeit der beiden
Symmetrien 1(z) — @) (z) und (z) — @7 (z) in der Konstruktion retardierter
Produkte aufrecht erhalten werden. Andererseits ist aber bekannt, dass die gleichzeiti-
ge Erhaltung der zugehorigen Strome j“j = —tpy*) (Vektor-Strom) und Jy = —pyHySe
(Axial-Strom) in der wechselwirkenden Quantenfeldtheorie nicht erreicht werden kann (sie-
he beispielsweise [33]). Dieses Beispiel zeigt explizit, dass in einer perturbativen Quanten-
feldtheorie gewisse kontinuierliche Symmetrien nicht zwangslaufig mit erhaltenen Stromen
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einhergehen.

Im Rahmen der kausalen Storungstheorie (Kapitel 3) stellen Ward-Identitéten zusétz-
liche Normierungsbedingungen dar, die die Freiheit in der Konstruktion retardierter Pro-
dukte weiter einschréinken. Es existiert kein allgemeines Argument dafiir, welche Ward-
Identitdten in der Quantenfeldtheorie durch eine geeignete Konstruktion retardierter Pro-
dukte erfiillt werden konnen. Die Erfiillbarkeit der Ward-Identitét, die die Erhaltung des
wechselwirkenden Materiestroms in der wechselwirkenden QED ausdriickt, wurde in [20]
explizit gezeigt.

Dieses Kapitel beschiftigt sich mit einer sehr allgemeinen Normierungsbedingung, der
sogenannten Master- Ward-Identitit (MWI), die in speziellen Beispielen auf die bekann-
ten Ward-Identititen fithrt. Die MWI wurde urspriinglich in [1] im Rahmen der kausalen
Storungstheorie mit Hilfe zeitgeordneter Produkte formuliert und anschlieend in der klassi-
schen Feldtheorie durch klassische retardierte Produkte ausgedriickt [21]. Dabei stellte sich
heraus, dass die MWI in der klassischen Theorie als die allgemeinste Identitit angesehen
werden kann, die aus den freien Feldgleichungen folgt.

Wir beschreiben in Abschnitt 4.1 die wesentlichen Schritte der Ableitung der MWTI in
der klassischen Feldtheorie. Wihrend die MWTI klassisch stets erfiillt ist, stellt sie in der
Quantenfeldtheorie eine hochgradig nichttriviale Normierungsbedingung an die retardier-
ten Produkte dar, die aufgrund der bekannten Anomalien sicher nicht immer erfiillt werden
kann. Es stellt sich damit die Frage, inwiefern die endlichen Normierungsfreiheiten der —
geméifl den Forderungen in Abschnitt 3.2.1 — konstruierten retardierten Produkte ausrei-
chen, um spezielle Fille der MWI zu erfiillen. Im Hinblick auf diese Frage wird in Abschnitt
4.2 eine in der Quantenfeldtheorie allgemein giiltige Identitét abgeleitet, die die allgemei-
ne Verletzung der MWI in der Quantenfeldtheorie in Form lokaler Terme (Anomalien')
ausdriickt. Durch die Einfiihrung eines effektiven Feldformalismus in Abschnitt 4.3 werden
gewisse Ahnlichkeiten dieser Identitit mit der Form des Quantenwirkungsprinzips in [8]
aufgezeigt. Schliellich werden in Abschnitt 4.4 Ansétze zu ihrer Anwendung in Zusammen-
hang mit der Frage der Erfiillbarkeit der MWI diskutiert.

4.1 Die Master-Ward-Identitiat in der klassischen Feldtheo-
rie

Dieser Abschnitt folgt im wesentlichen den Darstellungen in [21] und beschiftigt sich mit
der Ableitung der MWTI in der klassischen Feldtheorie. In Hinblick auf die anschlielende
Ubertragung in die Quantenfeldtheorie wird eine explizite Form der MWI im off-shell-
Formalismus gefunden.

Der klassischen MWT liegt die Faktorisierungseigenschaft (2.6) klassischer Felder unter
Einschrinkung auf den Raum der Losungen der Feldgleichung zugrunde. Sei .S die Wirkung
einer klassischen Feldtheorie und J° das Ideal in F(C), das von den Feldgleichungen zur

"Wir verwenden den Begriff ” Anomalie” hier auch im Fall von Verletzungen gewisser Ward-Identitéiten,
die sich durch eine endliche Renormierung beheben lassen.
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Wirkung S erzeugt wird, d.h.

o S
de: {F Z/dxl Az, o(1) (T 1)mtn(:ﬂ1,...,xn),]\f < oo}

mit den gleichen Einschrinkungen an die Distributionen ¢, wie in (2.9). Dann gilt nach
(2.6) die allgemeine Identitét

As=Aleisy =0 VAe T (4.2)

Wir betrachten jetzt wieder Wirkungen der Form S = Sy + Sjn¢ mit fixierter freier
Wirkung Sp und beliebiger Wechselwirkung Syt € F(C), und notieren eine perturbative
Version der Identitét (4.2). Sei dazu

050

AY [ dx Q(x)&p(x)

(4.3)
mit
Z/dwl Az o) o)ty (21, .o Ty, T) (4.4)

ein Element des Ideals 7°°. Wir definieren zu Elementen A dieser Form eine Derivation & A

auf F(C) durch

1)

64 = /de T . 4.5
@ 5o (45)

Die perturbative Version der Identitét

d(So + Sint) .
(A+0aSint) g, 45, /dx Q(Z) S+ i (W>SO+SM =0 (4.6)
lautet dann im on-shell-Formalismus

Rso(e®“‘t A+045int) =0 VSint € F(C). (4.7)

Gleichung (4.7) ist die Master-Ward-Identitit (MWI), wie sie in [21] formuliert wurde.
Sie kann als die allgemeinste Identitéit der perturbativen klassischen Feldtheorie angesehen
werden, die aus den klassischen Feldgleichungen folgt. Unter Verwendung der (klassischen)
GLZ-Relation kann (4.7) verallgemeinert werden zu

Rso(e®”‘t (A4 64Sint), B) + RSO(6®1“° 04aB)=0 VB, Sint € F(C). (4.8)

Wir benétigen fiir das spétere Vorgehen eine explizite Form der MWI im off-shell-

Formalismus. Analog zu

5(50 + Sint)
630(56) O T'So+Sint»So 0 ( 9)
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erhalten wir aus der off-shell-Definition der Wellenoperatoren (siehe (2.17))

0Sp 5(50 + Sint) o 750+ 5int,50

= 4.10
Fola) ~ opl) 10
fiir alle f € C und alle x € M die Identitét
— 0(So + Sint) 5S
SO Slnt 0 int — 0 4 11
R 50 ) Sl (1

Das ist die Feldgleichung der wechselwirkenden Theorie im off-shell-Formalismus (siehe
(3.22)). Eine explizite off-shell-Version der MWI ergibt sich jetzt aus der Faktorisierungs-
eigenschaft klassischer wechselwirkender Felder. Zusammen mit (4.10) finden wir

(S0 + Sint) _ So+Sims.50
()

= / dr Q(x) o TSMSMSOéi—i(;)' (4.12)

(A + 6ASint) o 750+Simt,5% /de(:E) o 750+5Sint,50

Insgesamt erhalten wir die MWI im off-shell Formalismus:

Satz 4.1. Sei A= [dz Q(m)éis(g) ein beliebiges Punktional in J°° mit Q(z) € F(C) (4.4)
und So die freie Wirkung einer klassischen Feldtheorie. Dann gilt fir alle Sy € F die

Identitat

)
dep(x)
Die MWI fiihrt in konkreten Modellen auf die bekannten Ward-Identititen. Zur Ver-
deutlichung betrachten wir folgendes Beispiel:

RSO(eS, A+ 84 Sim) = / da RS (57, Q(2)) <20 ¢ 7%, (4.13)

Beispiel 4.2. Die freie Wirkung des komplexen Skalarfeldes zur Masse m lautet

So = /dw (0"p(2)dup* () — mPp(x)p* (). (4.14)
Sp ist invariant unter globalen Symmetrieoperationen der Form

plz) — (x)

—iar, ok

p'(x) — e p'(x) , VaeR

und der zugehorige Strom
Ju = (0" — @ Oup) (4.15)

ist erhalten, d.h. das Auswertungsfunktional 0*j, verschwindet identisch auf dem Raum

der freien Lésungen C(Sp). Wir verschmieren 05, mit einer Testfunktion g € D(M) wobei

g=1in O C M und erhalten

050

p(x)

580
o*(z)

Al / i) (ple) 5 = () o) € T (4.16)
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sowie

5 5
5Ad:8fi/dmgx(gpx——ap*x7). 4.17
@) (ele) 52— @5 (417)
d4 ist die infinitesimale Version obiger Symmetrietransformation auf Fo(C). Die MWI
lautet im betrachteten Fall fiir beliebiges F' € F(C)

/dx g(:ﬂ)@“Rg}O(eg,ju(az)) = —Rgvlo(eg, 0AF) (4.18)

und stimmt nach der formalen Ersetzung der klassischen retardierten Produkte durch quan-
tenfeldtheoretische retardierte Produkte mit den bekannten Ward-Identitéten iiberein (sie-
he beispielsweise [34]). Betrachten wir eine unter der Symmetrietransformation d4 inva-
riante Wechselwirkung (beispielsweise Sip = [ dz h(x)(p(z)p* (x))? mit h € D(0O)) dann
driickt (4.18) fiir F' = Siy gerade die Erhaltung des wechselwirkenden Stroms R(egj““, Ju)
in dem Gebiet O aus.

4.2 Anomalien der Master-Ward-Identitidt in der Quanten-
feldtheorie

Die MWI in der Form (4.13) kann fiir lokale Eintrige A € ~71§27 d.h. Q@ € P ® D(M),
und Sint € Floc formal durch die Ersetzung von R, durch R in die Quantenfeldtheorie
iibertragen werden und stellt dort eine zusétzliche Normierungsbedingung fiir die quanten-
feldtheoretischen retardierten Produkte dar. Im allgemeinen garantiert das in Abschnitt
3.2.2 beschriebene induktive Verfahren zur Konstruktion der retardierten Produkte nicht
die Giiltigkeit der MWI. Wegen der bekannten Anomalien in der Quantenfeldtheorie kann
die MWTI sicher nicht fiir alle A € jlgg erfiillt werden. Von allgemeinem Interesse ist daher
die Frage, fiir welche A € ~71§2 die Giiltigkeit der MWI bei geeigneter Wahl der retardierten
Produkte erreicht werden kann.

In diesem Abschnitt wird eine der MWI dhnliche Identitdt abgeleitet, die fiir allgemeine
retardierte Produkte, welche die in Abschnitt 3.2.1 genannten definierenden Eigenschaften
besitzen, stets erfiillt ist, und die Verletzung der MWTI in der Quantenfeldtheorie konkret in
Form lokaler Anomalie-Terme ausdriickt. Motivation fiir unsere Suche nach einer solchen
Identitat war das Quantenwirkungsprinzip, das in anderen Renormierungsschemata (z.B.
dimensionale Renormierung [35], BPHZ-Verfahren [7, 6]) bewiesen wurde und dazu verwen-
det werden kann, die Erfiillbarkeit gewisser Ward-Identitéiten zu zeigen bzw. auf gewisse
kohomologische Probleme zuriickzufiihren (siche Anhang B).

Der folgende Satz enthélt die Kernaussage dieser Arbeit und bildet den Ausgangspunkt
fiir die weitere Untersuchung der Frage nach der Erfiillbarkeit der MWI in der Quanten-
feldtheorie:
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Satz 4.3. Seien induktiv konstruierte retardierte Produkte’> R mit den Eigenschaften aus
Abschnitt (3.2.1) gegeben. Dann existiert eine lineare und lokale Abbildung
A SymFoe @ ~.71§2 — Floc (4.19)
FO"@ A — A (F®) Vn € Ny

mit Ax(1) =0 fiir alle A € \71 , s0 dass mit der Notation® A= [dyg(y)Q(y) 5?;2) gilt

550
dp(y)

Beweis. Der Beweis dieses Satzes erfolgt induktiv und beruht wesentlich auf der GLZ-
Relation und der Triagereigenschaft der retardierten Produkte. Zu nullter Ordnung in S
ist (4.20) wegen R(1,A) = A offensichtlich erfiillt. Wir nehmen jetzt an, dass (4.20) fiir
eine trunkierte Abbildung A = A"™1, n > 0, mit A"il‘sym =0 fiir kK > n bis zu

R(eS, A+ 648 + Aa(ed)) = / dy 9IRS, Q) —2 e 7% (4.20)

F Fioe®T50
(n — 1)-ter Ordnung in S erfiillt ist und zeigen, dass (4.20) dann zu n-ter Ordnung in S
nur lokal verletzt wird.

Die dem linken Ausdruck in (4.20) (mit A = A"~!) zugrunde liegende F-wertige Dis-
tribution lautet zu n-ter Ordnung in S mit den Bezeichnungen S = [dz h(z)L(z) und

A= [dxg(z)G(z) = fdxg(x)Q(w)(s‘;S(;) mit g,h € D(M), Q,L € P und G = Q%

def

Mpa(21,. o 2n,y) = R(®ienL(wi) +ZR Rien\{k} L(Ti), 0c(y) L(21)))

+ Z ®zeIL (), A Gly )(®J€JL(351)))
IUuJ=n

wobei n = {1,...,n}, dgy) = Qy )5 0] und I U J fiir die disjunkte Vereinigung von I und
J. Die Distribution M, ; hat retardlerten Trager

suppMp1 C {(z1,. .., 2p,y) EM" iy, 2, €y +V ) (4.21)

und ist symmetrisch in den ersten n Variablen. Betrachten wir My, 1(x1, ..., Zy,y) auBerhalb
der totalen Diagonalen Dy, 11 = {(z1,...,2n41) € Mz = ... = 2,41}, dann geniigt es
also den Fall z,, € y + V_\{y} zu diskutieren. In diesem Fall gilt nach der Lokalitéit von

A"l d.h. Supp<AZf;)(®jeJL(xj))> C Dy 1,

Mn,l(xla ey Iy, y) = R(®ZEN_—1L('%'Z) o2y L(.%'n)7 G(y))
n—1
+ > R (®ien 1} L(x) @ L(wn), 0y L(1)))
=
+ Y R(®ier L(wi) ® Llzn), Afy, (@jeL(z))))
IuJj=n—-1

2Alle retardierten Produkte beziehen sich im folgenden auf die freie Wirkung So.
SWir beschrinken uns in dieser Arbeit auf solche A € .7152, fiir die die Zuordnung A — §4 eindeutig
ist (siehe dazu die Diskussion in [21]).



4.2. Anomalien der Master-Ward-Identitéit in der Quantenfeldtheorie 41

und wir erhalten nach Anwendung der GLZ-Relation und Beriicksichtigung der Triger-
eigenschaft der retardierten Produkte

Mus(erony) = Y {R@el@), Lea), R@ele) Gu))  (422)
IuJ=n—1

n—1
> > {B@ierL@) L), R(@5esL(x), o0 Lak) }
k=1 TuJu{k}=n—1

+Y Y {R@iexL@), Lwa)) , R( @er Liw), Al (@5esL(x;)) |-

IUJ=n—1 KUL=I

Wir verwenden die Induktionsvoraussetzung

_ 05
L H;HR@HL(@),Ag(;(@jemxj))) = R(@ienL(), Q)5
—R(QienL(x:),G(y)) = > R(@iem 1 L), 6y L))

jEH

fir H C n — 1, und erhalten fiir den dritten Term in (4.22) nach Umordnung der Summen

35,
Ku;ﬂ__l {R (®ierx L(zi), L(z,)) , —R(®ien L(z:), G(y)) + R(®icn L(z:), Q(y)) wé)
= 3 B(@iem gy Lia:). b L) |

JEH

=~ Y {B®ierL@), Len), R(@5esL;), Gly) |

IUuJ=n-—1

=Y Y {R@erL@), L), R@jes L), 866 L) |

k=1 ILJu{k}=n—1

0Sp
N {R@ier @), L), R(@jes (), Q)5 5 (4.23)
Der letzte Term in diesem Ausdruck lasst sich mit Hilfe der Identitét
650 6Sp
F,P(x ={F,P(x , 4.24
(F.Pa) ) = (R P (424
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gliltig fir alle F, P € F, und der GLZ-Relation vereinfachen zu

0.5,
Iu;ﬂ{R<®igL<wi>,L<mn>>,R<®jeJL<mj>,Q<y>> 5o
= 3 ARk, L) Reses L), Q) s
= R(L@) @+ L), Q) -

Die ersten beiden Terme in (4.23) entsprechen gerade den ersten beiden Termen in (4.22).
Insgesamt ergibt sich damit das gewiinschte Resultat

M1 (21, 20, y) = R(L(21) @ - @ L(wn), Q(y))

)
SO) falls (z1,...,2n,y) & Dpiq.

dep(y
(4.25)
Folglich kann die Abbildung A"~ ! derart zu einer Abbildung A" fortgesetzt werden,
dass fiir beliebige (1, ..., 2,,y) € M gilt

Mo ) = )& L) Q)5

—Aby (L(z1) ® - ® L(zn)) (4.26)

mit suppAg(y)(L(xl) ® -+ @ L(zy)) C Dpy1. Nach Anwendung von (4.26) auf die Test-
funktion h(z1) - -- h(zy)g(y) erhalten wir schlieflich die Behauptung (4.20) mit A = A" zu
n-ter Ordnung in S. Damit ist die Existenz der Abbildung A und die Giiltigkeit von (4.20)
gezeigt. ]

Bemerkung 4.4. Da die MWI zu unterster Ordnung in 7 stets erfiillt ist (klassische MWI),
gilt wegen limp_g R = Ry fiir alle 4 € 7°° und S € Fioe

Aa(ed) = O(h). (4.27)

Die MWI zu A € .7153 ist in der Quantenfeldtheorie offensichtlich dann erfiillt, wenn die
retardierten Produkte derart normiert werden, dass die Abbildung A4 : SymFioc — Floc
identisch verschwindet:

Ap=0 = R(el, A+54S) € T™. (4.28)

Fiir den einfachsten Fall A = [ dz g(z) 5‘;‘?;) zu beliebigem g € D(M) erhalten wir aus

der MWI die Feldgleichung der wechselwirkenden Theorie in der off-shell-Form (3.22). Da
diese stets erfiillt werden kann (siche Abschnitt 3.2.2) erhalten wir

550
d(x)’

Ap=0 VA= /dx g(x) g € D(M). (4.29)
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4.3 Effektive Feldtheorie

Dieser Abschnitt beschéftigt sich mit der Beschreibung einer perturbativen Quantenfeld-
theorie, wie sie in Kapitel 3 betrachtet wurde, mit Hilfe einer klassischen perturbativen
Feldtheorie (effektive Feldtheorie) zu einer effektiven nichtlokalen Wechselwirkung, die als
formale Potenzreihe in A angesehen wird und zu unterster Ordnung mit der urspriinglichen
lokalen Wechselwirkung iibereinstimmt. Diesem Vorgehen liegt die Zerlegung von zusam-
menhingenden Graphen in 1-Teilchen-irreduzible (1PI) Subgraphen zugrunde. Ein Graph
heifit dabei 1PI, falls er nach Weglassen einer beliebigen Linie, die zwei Vertizes verbin-
det, immer noch zusammenhéngend ist. Retardierte Produkte lassen sich durch zusam-
menhéngende Graphen beschreiben, wobei der klassische Anteil gerade allen Baumgraphen
entspricht. Zieht man nun in dem, einem beliebigen retardierten Produkt entsprechenden,
Graphen alle 1PI-Subgraphen zu neuen Vertizes zusammen, so ergibt sich ein Baumgraph,
der sich als klassisches retardiertes Produkt gewisser effektiver Feldfunktionale, die den
neuen Vertizes entsprechen, beschreiben lésst.

Die Entwicklung dieses effektiven Feldformalismus erlaubt es, mit Hilfe der klassischen
MWI eine effektive Version der MWI zu formulieren, die gewisse Ahnlichkeiten mit den
Ward-Identitéten, wie sie im funktionalen Zugang zur Quantenfeldtheorie auftreten (siehe
beispielsweise [8]), aufweist. In gleicher Weise steht die effektive Version von Satz 4.3 in
formaler Analogie mit dem Quantenwirkungsprinzip, das eine entscheidende Rolle bei der
Frage der Erfiillbarkeit gewisser Ward-Identitdten und der Charakterisierung eventueller
Anomalien spielt.

Wir wahlen im folgenden als Ausgangspunkt eine storungstheoretische Formulierung
einer Quantenfeldtheorie mit Hilfe retardierter Produkte zur freien Wirkung Sy. Wie oben
erwihnt, besteht die Idee des effektiven Feldformalismus darin, quantenfeldtheoretische
wechselwirkende Felder als klassische wechselwirkende Felder aufzufassen, wobei an die
Stelle der Wechselwirkung und der zugrundeliegenden Feldfunktionale eine effektive Wech-
selwirkung und effektive Feldfunktionale treten. Dazu definieren wir die beiden linearen

Abbildungen

r : SymF, — F (4.30)
Let : SymFoe @ Floc — F (431)
implizit durch die Bedingung?
eS’
R(e5, F) = Ra (e T (5, F) ). (4.32)

Wir fordern fiir I' und I ¢ die Anfangsbedingungen I'(1) = 0 und Tt (1, F) = Lot (F)
fiir F' € Foc, sowie

Let(e2, @(h)) = o(h) (4.33)

4Wir setzen die klassischen retardierten Produkte, urspriinglich definiert auf F (C), linear auf ganz F
fort.
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fiir h € D(M), d.h. die lineare Abbildung Le(e3, <) : Floc — F wirkt auf den Feldfunk-
tionalen, die ¢ oder partielle Ableitungen von ¢ nur linear enthalten, wie die Identitét.

Man beachte, dass die fiir eine Quantenfeldtheorie typischen nichtlokalen Effekte es
erfordern, auch nichtlokale Funktionale als Bilder unter I' und Ii¢; zuzulassen. Wir be-
zeichnen im folgenden I'(e) als die effektive Wechselwirkung und Tiet(e2, F) als das dem
Feldfunktional F' € Fi,. entsprechende effektive retardierte Feldfunktional.

Die Abbildungen I' und I} sind nicht unabhéngig voneinander. Aus der Feldgleichung
der wechselwirkenden Theorie (4.11) bzw. (3.22)

550 > 550 < s 48 >
Ry, S _ — R, ,— |, 4.34
g <€® So@) ) = Bl T B 5o (4.34)

und der Forderung (4.33) erhélt man mit der Definition (4.32) folgenden Zusammenhang
zwischen I und I et:

(D) (s 05
Sp(x) = et <e®’5<p(w)> (4.85)

Dadurch ist die effektive Wechselwirkung F(e%) bis auf einen physikalisch unwesentlichen,
von den Feldern unabhéngigen additiven Term durch das effektive Feld zu % festgelegt.
Bei der Ableitung von (4.35) wurde folgende Schlussweise verwendet:

Lemma 4.5. Sei A € F mit
Ra(eg ©',A) = 0. (4.36)
Dann gilt A = 0.

T S
Beweis. Wegen Rcl(e®(e®), A)= Ao FSo+T(ed). S — folgt die Behauptung unmittelbar aus
der Invertierbarkeit der retardierten Wellenoperatoren. ]

Die explizite Bestimmung von I' und I;¢; in Abhingigkeit der retardierten Produk-
te (d.h. die Inversion von (4.32) im Sinne formaler Potenzreihen), erfolgt rekursiv durch
Entwicklung von (4.32) nach Potenzen der Wechselwirkung S. Zu niedrigen Ordnungen
erhalten wir:

Let(F)=R(F)=F (4.37a)
Let(S, F) = R(S,F) — Ru(S, F) (4.37b)

Lot (S®%, F) = R(S®?, F) — Ry(S®%, F) — Ry(I'(S%?), F) — 2R (S, Tiet (S, F))  (4.37¢)
Aus der Entwicklung zu erster Ordnung in S erkennt man, dass Tje(+, ) nicht symmetrisch
ist unter Vertauschung der Eintrége, sondern sich vielmehr retardiert bzgl. des letzten Ein-
trages verhélt. Bei der Entwicklung (4.37) wurde der Zusammenhang (4.35) zu niedrigster
Ordnung ausgenutzt und I'(S) = S festgesetzt. Analog ergibt sich aus der Entwicklung von

(4.35) zu zweiter Ordnung in S und (4.37b) der Term I'(S®2) in (4.37c) bis auf feldun-
abhéngige Terme zu

%ff;) o (8500 ) =2m (5005 ) ~2ra (S5 ) (39)
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Seien nun I'(e3) und Lo (€3, F) bis zu n-ter bzw. (n — 1)-ter Ordnung in S bestimmt.
Die Entwicklung von (4.32) in n-ter Ordnung Stérungstheorie lautet

& n dk (eXs _
Bl ) = (5% 1) = 32 () (G5, (8" s o)) =
k=1

n k k

_ ®n ®1; ®n—k

SCRRAED 3 (4D o pe (@rs (8 F)). (w39
k=1 j=1 lyly=1

bt =k

Damit wird Tet(S®", F) durch die schon bestimmten GréBen T'(S®') und Tyet(S®1, F)
fiir [ < n festgelegt. Mit Hilfe (4.35) erhélt man daraus wieder I'(S®"*1) bis auf feldun-
abhéingige Terme. Damit ist die Existenz von I' und I¢ gezeigt.

Folgende Abhéngigkeit von i , die unmittelbar aus den Entwicklungen (4.39) und (4.37)
folgt, wird im folgenden von Bedeutung sein:

Eet(e%,F) =I'+ O(h)

falls F,S ~ KO, 4.4
T(e) = S+ O(h) } alls  F,5 (4.40)

Die Normierungsfreiheit der retardierten Produkte (siehe Abschnitt 3.2.3) spiegelt sich
im effektiven Formalismus unmittelbar in einer Normierungsfreiheit von I'" und I wider.
Aus der Renormierungsvorschrift (Theorem 3.2)

A eS
R(e, F) = R(eg ™, D(eS @ F)) (4.41)
und der definierenden Gleichung (4.32) ergibt sich folgender Zusammenhang:

P(ed) = D(en®) (4.42)

D(eg)

f}et(ega F) = Fret(e® 7D(e% ® F)) (443)

Wir formulieren jetzt Satz 4.3 im effektiven Feldformalismus:

Satz 4.6. Gegeben eine effektive Formulierung einer perturbativen Quantenfeldtheorie mit-
tels Abbildungen T' (4.30) und Tyey (4.31) und dem Zusammenhang (4.32), dann existiert
eine lineare und lokale Abbildung A (4.19), so dass gilt:

01,(e5) (S0 + T(€3)) = Ler (€5, A+ 045 + Aa(e3)) (4.44)

mit der linearen Abbildung
I SymFioe ® Jjo0 — T (4.45)

gegeben durch
S0

dp(y)’

Ta(e3) = I(e5 @ A) = / dy 9(5) T (e, Q) (4.46)
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d.h.
O e8) = / dy g(y)Tret (€5, Q(y))w (4.47)
fiir A= [ dyg(y)Q(y) 5 € Tiot, Q € P und g € D(M).

Beweis. Wir gehen aus von Satz 4.3 und erhalten unter Verwendung von (4.32) die Bezie-
hung

I'(e2 N 6S
Ra(ee ™, Ta(eS, 4+ 048 + Aa(e)) = [ dygo) (el Tuale3. Q) =)
Wir formen die rechte Seite mit Hilfe der klassischen MWI in der Form (4.13) um zu
I'(ed) g 0S5y
dy g(y)Rai(eg © Tret (€5, @y
[ st Ra(es ™ el Q) 5575
NG s 3(So +T(e3))
= d Lt (€3, =
Ra(e . [ dyg(uia (e, Q) =250
und erhalten mit der Definition (4.47) die Identitét
(e
Ry <e®( ® 7Eet(e%, A+645+ AA(Q%)) — 5IA(e%)(SO + F(e%))) =0
Mit Lemma 4.5 erhalten wir daraus die Behauptung. U

Aus Satz 4.6 und (4.28) erhalten wir unmittelbar folgende hinreichende Bedingung fiir
die Giiltigkeit der MWTI:

Satz 4.7 (effektive Form der MWI). Seien retardierte Produkte R derart normiert,
dass

014(e3)(S0 +T(¢3)) = Let(ed, A +345) (4.48)
mit A € ~71§2 und der Abbildung I aus Satz 4.6, dann gilt auch
R(e3,A+64S) € J%. (4.49)

Der restliche Teil dieses Abschnittes wird dazu verwendet, Analogien zwischen den
gefundenen Aussagen und der Form des Quantenwirkungsprinzips in [8] aufzuzeigen®.

Dazu iibertragen wir zunéchst Satz 4.3 in den mit Hilfe von T-Produkten formulierten
effektiven Feldformalismus (siche Anhang A). Mit der Formel von Bogoliubov (A.6) erhalten
wir aus (4.20) unter Verwendung von (F' x G)‘%} =Fx* (G%) die Identitét

T(ex"™) % T(e5"" @ (A4 648 + Aalel)))
550

- / dy g(y) <T(eéism) * (e ® Q(y))) 5o(y)
55,
dp(y)

®Die wesentlichen Aussagen aus [8], auf die wir uns im folgenden beziehen, finden sich in Anhang B.

7"+ [ dygT(e" 0 Q)
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Multiplikation dieser Gleichung beziiglich des Sternproduktes mit T(eg/ h) von links liefert
wegen (A.5) die zu (4.20) analoge Identitét

550
do(y)

Schliefilich driicken wir (4.50) im effektiven (zeitgeordneten) Formalismus aus. Anwen-
dung von (A.13) auf beiden Seiten von (4.50) ergibt

TS/ @ (A+ 0648+ Aaled))) = / dy g TS 2 Q) (4.50)

7 es
T (e ™" @ Tr(ef @ (A+ 048 + Au(ed))))

o ¢ iTr(eS)/n 0.5,
— [ g™ P o 0 Q) (@
e (y)
Die rechte Seite dieser Gleichung formen wir unter Verwendung von A.11 um zu
c iLr(e2)/h 5(So + T'r(el
= T (7 [ aygrn(ed 8 Qu ) sy

so dass sich ingesamt die zu (4.44) analoge Identitét

(S0 + I'r(e2))

5o0y) =Tr (e ® (A+ 645+ Aulel))) (4.53)

/ dy g(w)Tr(e. ® Q)

ergibt.
Wir bezeichnen im folgenden Itg(Sges) Sy + FT(e%) als die effektive Wirkung zur

def

klassischen Wirkung Sees = So + S. Iig kann interpretiert werden als affine Abbildung

zwischen den beiden affinen Réumen Sp + Fioc und Sp + F. Sei Sgeq = Sges + [ dap(x)Q(x)
mit @ € P und p € D(M) (duBeres Feld”). Dann gilt in Analogie zu (B.8)

J
op(x

Pr(eg ® Q(x)) = Lot (Sges) (4.54)

~—

p=0

und wir schreiben formal Q(z) - Iug(Sges) = I'1(e2, ® Q(x)).
Aus (4.53) erhalten wird damit

6Fe Sles € €S
e 5] = (4048 ¢ B4l Tl (459

was in enger Beziehung zu dem Quantenwirkungsprinzip in der Form (B.14) steht. Ent-
wickeln wir die rechte Seite von (4.55) zu unterster Ordnung in A, so finden wir analog zu
(B.15)

5Sg/§es 6Sges
p(x) lp=06¢p(z)

(A+045 + AA(eg)) Tef (Sges) = A+ 045+ O(h) = /dw g(x) + O(h).
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4.4 Zur Frage der Erfiillbarkeit der Master-Ward-Identitit

In diesem Abschnitt wenden wir uns dem Problem der Erfiillbarkeit der MWI in der Quan-
tenfeldtheorie zu. Die Frage lautet also, ob quantenfeldtheoretische retardierte Produk-
te mit den in Abschnitt 3.2.1 geforderten Eigenschaften derart existieren, dass die MWI
zu gegebenem A € jfgg erfiillt ist. Es ist im Rahmen dieser Arbeit nicht gelungen, eine
allgemeine Antwort auf diese Frage zu finden. Jedoch besteht angesichts der gefundenen
Identitét (Satz 4.3), welche die allgemeine Verletzung der MWI in der Quantenfeldtheorie
charakterisiert, und der oben erwihnten Analogien zum Quantenwirkungsprinzip aus [8]
die Hoffnung, diese Frage — dhnlich wie in der Methode der algebraischen Renormierung
— auf gewisse kohomologische Obstruktionen zuriickzufithren. In diesem Sinne versuchen
wir im folgenden — zunéchst im Rahmen der retardierten Produkte und anschlieffend im
effektiven Formalismus — unter Verwendung von Satz 4.3 konkrete Bedingungen abzuleiten,
deren Giiltigkeit die Erfiillbarkeit der MWI garantieren.

Aus der klassischen MWI und der Ubereinstimmung quantenfeldtheoretischer retar-
dierter Produkte mit den klassischen retardierten Produkten zu unterster Ordnung in
h folgt, dass die quantenfeldtheoretische MWI zu nullter Ordnung in 7 stets erfiillt ist.
Wir folgen der Methode der algebraischen Renormierung und versuchen die MWI rekursiv
iitber die Ordnung von A durch jeweils geeignete endliche Renormierungen der retardier-
ten Produkte zu erfiillen. Sei dazu fiir retardierte Produkte R die MWI zu gegebenem
A= [dxg(z)Q(z) € jlfg bis zur (k — 1)-ten Ordnung (k > 1) in A erfillt:

0.5,
R(e3, A+ 845) + O(h") = / dy 9 () R(e2: Q)35 (4.56)
Nach Satz 4.3 gilt damit fiir die Abbildung A (4.19)
Aaeg) = AV () + OF ) (4.57)

mit A(:)(e%) ~ h*. Wir suchen nach einer endlichen Renormierung der retardierten Pro-
dukte R, so dass die MWI fiir die neuen retardierten Produkte R auch in k-ter Ordnung
von h erfiillt ist. Fiir die Renormierungsabbildung D aus Theorem 3.2 wihlen wir dazu den
Ansatz

D(e2) =S+ DW(e), (4.58)
wobei D) (e2) ~ h*. Aus der Forderung

- - 0.5,
R(e, A+045) + O(R*) = / dy 9w)R(e3, Q)5S (4.59)
erhalten wir zusammen mit der Renormierungsvorschrift (3.29) die Identitét
R(eS, A+34S) + Ra(ed, DP (e @ A+64S5)) + Ra(ed ® DM (ef), A+ 545)
050

B / dy g(y) <R(e%, QW) + Raed, DM (e3 @ Q(v))) + Ra(ed ® DV(e), Q(y))> 5o(y)
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bis auf Terme der Ordnung A**1. Mit der Voraussetzung (4.56), der klassischen MWT (4.13)
bzw. deren Verallgemeinerung zu

Ra(ef ® DM (ed), A+ 04S) = —Ra(ed,5aD™(ed))
050
—i—/dygyRCe ®D(k) ,Qy
finden wir schlieBlich folgende Forderung an die Renormierungsabbildung D*)

5(50 + S)
op(y)

die sich unter Verwendung von (3.28,(v)) auch schreiben lésst als

DW(eg @ (A+048)) — / dyg(y) DM (e3 @ Q(y)) = AP (ed) +5aDW(ed),

/ dy g(y) (PP (e © Q) *252) — QUy) DM (e @ D) — DI (e @ Q(y) 252
= A (ed) (4.60)

Die Frage der Erfiillbarkeit der MWTI in k-ter Ordnung von A reduziert sich damit auf
die Frage der Existenz einer Abbildung D®*) : SymFioc — Fioe mit den Eigenschaften aus
Theorem 3.2. Eine allgemeine Anwort auf diese Frage konnte im Rahmen dieser Arbeit nicht
gefunden werden. Die wesentliche Schwierigkeit scheint darin zu bestehen, zu erkennen, wie
die unterschiedlichen auftretenden D®*)-Terme miteinander zusammenhéngen und welche
konkrete Struktur die Anomalie-Terme Af)(e%) besitzen.

Um einen direkteren Vergleich mit der in [8] beschriebenen Methode der algebraischen
Renormierung zu ermoglichen, iibertragen wir obiges Vorgehen in den effektiven Feldfor-
malismus. Der Einfachheit halber beschrinken wir uns auf das konkrete Beispiel 4.2 (siehe
auch [8], p.27). Wegen (4.33) erhalten wir in diesem Fall folgende effektive Version der MWI

514(50 + F(e%)) = Eet(ega A) (461)
zur invarianten Wechselwirkung S = [ dz h(z)(¢(z)e* (2))?, dh 945 = 0. Im formalen
Limes g — 1 lautet diese Gleichung wegen A = [ dz g(x)d,j"(z) = — [ dz d,9(z)j* ()

5(So +T(e2)) =0 (4.62)

mit der Bezeichnung

§=i / dz (W) 6@0(290) — *(z) 5905(90))' (4.63)

(4.62) stimmt formal mit der in [8] geforderten Ward-Identitét iiberein (siehe Anhang B).
Wir gehen nun wieder aus von der Giiltigkeit der MWI in der Form (4.61) bis auf Terme
der Ordnung A fiir k > 0, d.h. es gelte

54(So +T(e3)) = Tiet(ed, A) + O("). (4.64)
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Nach Satz 4.6 gilt damit fiir A (e3)

As(e) = A (eS) +O(Rk 1) (4.65)
k
~h

und damit wegen Let(e2, F) = F + O(h)
5a(So +T(e3)) = T(ed, 4) + ALY (e) + O(HF1). (4.66)

Unter der Annahme, dass sich A;)(e(@) schreiben lisst als 64 A®) (2 ) mit A(k)(e%) € Floc
(vgl. [8]) erhalten wir nach Umnormierung von I'(e2) durch D(e2) d—Ef S — AW (eS)

Sa(So+ (D) = 6a(So+T(l ) (4.67)
= 5,4(50 + F(e®) A(k)( )) + (’)(hk“)
= Fret(6®,A) + O(thrl)

Um die Giiltigkeit der MWI zur néchst héheren Ordung in £ zu erhalten, miissen wir diese
Umnormierung auch fiir I} vornehmen. Es gilt

~ eS
Dei(eS,4) = “) D(eS ® 4)) (4.68)

—
[¢]
o+
)

D
(eg
_AK) (S .
= Fret(e; A ®) A_A(k ® )
= Fret(egy A) Let (e®a A(k ® ) + 0O hk+1
= Leles, A) — AW (ed @ A) + O(RF ) (4.69)
und wir erhalten damit
54(So +T(e2)) = Tesled, A) + AP (2 @ A) + O(R*HY) (4.70)

was nur dann die Giiltigkeit der MWTI zur Ordnung /¥ garantiert, falls der Term A®) (e% ®A)
verschwindet. Anhand dieser Ansétze wird deutlich, dass ein tieferer Einblick in die Struktur
der Anomalie-Terme A A(e%) vonnoten ist, um einerseits eine Antwort auf die Zuléssigkeit
obiger Annahme A(:)(e%) =9 AA(k)(e%) zu finden und andererseits das eventuelle Ver-
schwinden von A (e£) entscheiden zu konnen.



Kapitel 5

Eichtheorien und
BRST-Symmetrie

In diesem Kapitel wird die Methode der algebraischen Formulierung einer perturbativen
Quantenfeldtheorie, wie sie in Kapitel 3 vorgestellt wurde, auf Eichtheorien angewendet.
Zunichst werden klassische freie Yang-Mills-Theorien vorgestellt und das Verfahren der
Eichfixierung beschrieben, welches es ermoglicht, den kanonischen Formalismus aus Kapi-
tel 2 anzuwenden. Durch die Einfithrung von Geistfeldern kann die urspriingliche — durch die
Eichfixierung gebrochene — lokale Eichsymmetrie in Form einer globalen Symmetrie — der
BRST-Symmetrie — ausgedriickt werden. Die BRST-Symmetrie spielt bei der Konstruktion
der Observablenalgebra — d.h. insbesondere der Eliminierung der unphysikalischen Felder —
einer Eichtheorie und der Suche nach einer physikalischen Hilbert-Raum-Darstellung eine
entscheidende Rolle. Anschlielend betrachten wir die perturbative Beschreibung wechsel-
wirkender Yang-Mills-Theorien. Ausgehend von der Forderung, dass die wechselwirkende
Theorie invariant ist unter einer deformierten BRST-Symmetrie, wurden in [21] mit Hilfe
der klassischen MWI Bedingungen an konsistente Wechselwirkungen abgeleitet. Mit Hilfe
kohomologischer Methoden wurde im Rahmen der vorliegenden Arbeit auf der Grund-
lage von [36] eine wichtige Klasse von Losungen dieser Bedingungen bestimmt und ihre
Ubereinstimmung mit den bekannten Wechselwirkungstermen der nichtabelschen Yang-
Mills-Theorien gezeigt.

5.1 Freie Eichtheorien und BRST-Symmetrie

Wir beschréanken uns im folgenden auf Yang-Mills-Theorien ohne fermionische Materie-
felder (reine Yang-Mills-Theorien). Nichtabelsche Yang-Mills-Theorien zeigen stets eine
Selbstwechselwirkung und kénnen demnach nicht als Kandidaten fiir eine freie Eichtheorie
dienen. Wie aus der Elektrodynamik bekannt ist, verschwindet die Selbstwechselwirkung
jedoch fiir (abelsche) U(1)-Eichfelder. Demnach beschreiben wir allgemeine freie Yang-
Mills-Theorien durch N untereinander nicht wechselwirkende U(1)-Eichfelder A%, a € N.
Sei C4 = Q'(M,RY) der Raum der glatten 1-Formen auf M mit Werten in RY. Wir fas-
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sen die Felder A%(x) = Aj(z)dz" als Auswertungsfunktionale auf C4 beziiglich der a-ten
Komponente von w € C4 an der Stelle x € M auf:

A%2):Cy — T'M (5.1)

w — A%z)(w) € w(z) = wy (z)dz"

mit der Notation C4 3 w = (W*)aeny = (W);)aendz” und dem Kotangentialraum T, M von
M an der Stelle z.
AuBere Ableitungen von A%(x) lassen sich iiber die Auswertung auf C4 definieren:

dAY(z) : C4 — N’T*M (5.2)
w — dA%z)(w) E dw(z).
Formal gilt dA® = %(@Az — 0, A%)dx” N dx*. Analog lassen sich (punktweise) duflere Pro-

dukte von Auswertungsfunktionalen auf C4 iiber das d&ulere Produkt auf A T;M erkliren.
Die freie Yang-Mills-Wirkung lautet Si,, = f dzx Ly, mit der freien Lagrange-Dichte!

1 a,uv a 1 a,V a a
Liny = = FOMES, = J0P A" (9,47, - 0,A3) (5.3)

mit den Feldstirken F* % dA® bzw. F, = O Ay — 0, AL
Lokale Eichtransformationen auf C4 zu o € G & €>°(M, RY) sind definiert durch

W — W) v +da (5.4)

fiir alle w € C4. Diese induzieren Eichtransformationen auf den Eichfeldern

A%(x) — Al (2) (5.5)
gegeben durch
ALy (@) (W) € A* (@) (W) , YwECa. (5.6)

Die freie Wirkung Si,y, interpretiert als Funktional auf C4, ist invariant unter Eichtrans-
formationen, d.h. (Siny)(a) = Siny fiir alle a € G.
Die freien Feldgleichungen ergeben sich durch Variation von Si,, zu

6Sinv
SAmH

= DA% — §,0" AL = 0. (5.7)

Ist w € C4 eine Losung der Feldgleichungen (5.7) zu vorgegebenen Cauchy-Daten beziiglich
einer beliebigen Cauchy-Fliche ¥, so erhilt man zu jedem o € G mit supp(da) N Y = &
nach der Eichinvarianz der freien Wirkung eine weitere Losung w(,) zu den gleichen Cauchy-
Daten. Dies zeigt unmittelbar, dass das Cauchy-Problem zu den Feldgleichungen (5.7) nicht
eindeutig ist. Dies ist auch erkennbar an der Gestalt der zweifachen Funktionalableitung

Im folgenden wird iiber doppelt auftretende Indizes a € N summiert.
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der freien Wirkung? W = (9w — 0,0,)6(x — y). In der Impulsdarstellung

def

lautet der entsprechende Ausdruck M, = ng2 — kyky,. Wegen M, k#* = 0 besitzt M,
einen Eigenwert Null und kann deshalb nicht invertiert werden. Es existiert demnach keine
eindeutige retardierte Greens-Funktion zur Wirkung Sjy.

Um dennoch den in Kapitel 2 vorgestellten Formalismus anwenden zu kénnen, wéhlt
man folgenden Ausweg. Man addiert zur freien Lagrange-Dichte Li,, einen eichfixierenden
Term, derart dass die zugehorigen (eichfixierten) Feldgleichungen ein eindeutiges Cauchy-
Problem besitzen. Wir verwenden dazu zusétzliche reellwertige Hilfsfelder B*(x) mit a € N
(Lautrup-Nakanishi-Felder) die als Lagrange-Multiplikatoren der geforderten Eichbedin-
gung angesehen werden koénnen, und als Auswertungsfunktionale auf Cp £ C>® (M, RY)
interpretiert werden.

Bz):Cg — R (5.8)
f=(aen — BY@)(f) = (=)

Wir addieren zu Li,, den eichfixierenden Term Ly = B“(%B“—@“AZ) und erhalten aus der

neuen Wirkung Sgr o [ dz (Liny + Lgs) die eichfixierten Feldgleichungen in der Feynman-
FEichung

5Sf a 1% a a

Mju = OA% - 9,0" A%+ 9,B* =0 (5.9)
5ng _ a nAa

spe = BToorAL=0. (5.10)

In der gewihlten Eichung gelten fiir die Eichfelder A% also bei Giiltigkeit der Feldglei-
chungen der Felder B® jeweils die Feldgleichung des masselosen Skalarfeldes, fiir die das
Cauchy-Problem bekanntlich eindeutig ist.

Der Preis, den man fiir die Eindeutigkeit des Cauchy-Problems der Feldgleichungen
fiir A% zahlt, ist die Eichinvarianz der urspriinglichen Wirkung Si,y: die eichfixierte Wir-
kung Sy ist nicht mehr invariant unter Eichtransformationen der Form (5.5). Durch die
Einfiihrung sogenannter Geistfelder kann jedoch die Invarianz der gesamten Wirkung un-
ter einer neuen globalen Symmetrie erreicht werden. Diese nach ihren Begriindern Becchi,
Rouet und Stora [3, 4] sowie Tyutin [5] benannte BRST-Symmetrie wirkt auf den Eichfel-
dern wie die Eichsymmetrie mit den Geistfeldern in der Rolle der beliebigen Funktionen
a € G. Insofern kann die BRST-Invarianz als Pendant der urspriinglichen Eichsymmetrie
der Wirkung Sj,, verstanden werden.

Sei dazu Cq die Menge der glatten Grassmann-wertigen Funktionen auf M und C, =
Ca & {c= (c*)aen,c® € Cq}. Wir fithren Geistfelder u®(z) und Antigeistfelder a%(x) als
Auswertungsfunktionale beziiglich der a-ten Komponente an der Stelle x € M auf C,, bzw.

?Diese ist diagonal beziiglich der Indizes a, so dass wir uns auf ein spezielles Diagonalelement beschrénken
koénnen.
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Cy ein. Es gelten damit folgende Anti-Vertauschungsrelationen

u(@)u’(y) = —u’(y)u’ ()
W (2)i’(y) = —a’(y)a’ () (5.11)
u(2)i’(y) = —a(y)u’ ()

mit dem Produkt (u®(z)ub(y))(c) = c*(z)cb(y) usw. fiir alle ¢ € C,, 5. Partielle Ableitungen

der Geist- und Antigeistfelder werden wie oben iiber die Auswertung auf C, ; definiert.

Durch Hinzufiigen des Terms Ly, S 0, u0*u® zur Lagrange-Dichte Liny + Lgr erhalten

wir die gesamte freie Wirkung
So = S+ ng + Sgh
- / dx (%8“/1“7”(8,,/12 — 9,A2) + B (1B — 9" A%) + Qﬂ]‘l@“ua). (5.12)

Die zugehorigen Feldgleichungen® lauten

550 o a v oAaQ a __ 550 _ ~a
W—DAM—auaAy+auB =0 %—Du =0
550 550
= Ba — /J'Aa = - = —|:| @ — U. .1
S 9" AL =0 = w=0.  (5.13)

Die Feldalgebra P der durch die Wirkung Sy beschriebenen Theorie wird erzeugt von den
Feldern A7, B*, u® und u* sowie partiellen Ableitungen dieser Felder unter Berticksichtigung
der Antivertauschungsrelationen (5.11) der Geist- und Antigeistfelder.
F = F(Ca x Cp x Cy x Cy) bezeichne die Algebra der Funktionale
F(A,B,u,u):CaxCpxCyxCsy — R (5.14)
(w, f,e,6) — F(A B,u,i)(w, f,cd) < Flw, f,cé)

von der Form

F(ABui)= Y d(x,y, 2, 2) A (1) - - A (20,) B (1) - -~ B*5 (Y5
nANEB,Nu,Ng
n ~Z1 (s ~Gn (5 \p(HLebng) .
ut (Zl) ooy fru (Znu)ucl (Zl) oo fra (Znﬁ)t(all...anjbl...ancl---Cnuél---énﬁ)(x’ Y, Z, Z)

(5.15)

mit den gleichen Einschrinkungen an die Distributionen ¢ wie in (2.9). Die Algebra der in
O C M lokalisierten Funktionale bezeichnen wir wieder mit F(O).

P und F besitzen eine natiirliche Graduierung gegeben durch die Geistzahl g. Die
Geistzahl der Basisfelder in P ist definiert zu

gu*) =1, g(a") = -1, g(A;) =0=g(B*) (5.16)

3Zur Definition von Funktionalableitungen beziiglich antikommutierender Variablen siehe unten.
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und wird gemif g(PQ) = g(P)+ ¢(Q) auf alle Monome P, Q) € P fortgesetzt. Fiir beliebige
Monome P, Q € P gilt nach den Antivertauschungsrelationen der Geistfelder die Relation

PQ = (-1 qp. (5.17)

P ist damit eine beziiglich der Geistzahl graduiert symmetrische Algebra.
In gleicher Weise wird die Geistzahl auf Funktionalen in F mit festen Werten von n,,
und ng in (5.15) definiert, und es gilt ebenso

FG = (1)@ R, (5.18)

Ableitungen in P beziiglich der Basisfelder bzw. partiellen Ableitungen der Basisfelder
werden als graduierte (Links-) Derivationen definiert:

0 ( aQ
So(PQ) = 50+ (-ayrt p S

(5.19)
fur ¢ € {Af, B, u, 1% 0,Af, ...} und alle P,Q € P. Analog werden Funktionalableitungen
3 (x) auf F deﬁmert

Die BRST-Symmetrie der Wirkung Sy spiegelt sich in der Erhaltung des freien BRST-
Stroms

gb(z) = = BY(x)0*u®(z) — u(x)0* B*(x) (5.20)
wider, d.h.

050 050

(@) = B (@) () — w (W)DB" () = ~B"() oot — " ()0
n

(5.21)

verschwindet auf dem Raum der Losungen der Feldgleichungen (5.13). Die zugehorige De-
rivation gemaB (4.5) ist die freie BRST-Transformation so : F(O) — F(O) gegeben
durch

o / dx h(z)30(z) (5.22)

50( ) def 53]0(33) = B“(m) 5ﬂf($) — ua(:ﬂ)au% (5.23)

wobei h € D(M) und h=11in O C M.

so ist eine nilpotente graduierte Derivation, welche die Geistzahl um eins erhdht. Ge-
nauer gilt unter Beachtung der Antivertauschungsrelationen der Geistfelder so?F = 0 und
50(FG) = so(F)G 4 (=1)9F) Fso (@), sowie g(soF) = g(F) + 1 fiir alle F,G € F(O).

s induziert auf P eine graduierte Derivation, die wir ebenfalls mit sg bezeichnen. Durch
den formalen Grenziibergang h — 1 in der Definition von sy erhalten wir folgende Wirkung
auf den Basisfeldern:

so(Ay) = Ouu”, so(B*) =0, so(u®) =0, so(a") = —B* (5.24)
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fiir alle a € IN. Wir setzen diese Transformation zu einer graduierten Derivation auf ganz P
fort gemiB so(PQ) < so(P)Q+ (—1)9) Pso(Q) und so(0*P) & sy (P) fiir alle P, Q € P.
Die so definierte Derivation ist wieder nilpotent und erhoht die Geistzahl um eins.

Man beachte, dass sich die Ausdriicke So(z) [ dy L(y) und (soL)(z) (fiir L € D(M) ®@ P

und der natiirlichen Fortsetzung von so nach D(M) ® P gemif so(g ® A) = g ® sgA) im
allgemeinen um eine Summe totaler Divergenzen unterscheiden.
Die Tatsache, dass das Cauchy-Problem beziiglich der Wirkung Sy wohldefiniert ist,

5250

spiegelt sich in der Invertierbarkeit von (W (mit der Bezeichnung
i ]

>z]e{Aa Be ue,ue}
Paa © A usw.) wider. Die gesamte retardierte Greensfunktion der freien Feldgleichungen
lésst sich schreiben als eine Matrix (A;-"]e»t)l-JE {As, Ba ua,qo ) fir die gilt

52 So 528
dy Ar»et y—2) = 0id(x — z) /dy Aret ) ——————.
/ 2 Syt @ = 2) = 2 P mEEe)

(5.25)
Wie aus der Struktur der freien Feldgleichungen (5.13) ersichtlich wird, sind Afjfé Ag> Afé Bas

At oo und A, fiir alle a € N die einzigen nichtverschwindenden Eintrége in (Aijet)

Nun lassen sich klassische retardierte Produkte beziiglich der Wirkung Sy in gleicher
Weise wie in Kapitel 2 mit Hilfe der retardierten Wellenoperatoren definieren. Insbesondere
erhalten wir analog zu Satz 2.1 fiir beliebige Funktionale F, G € F die Formel

oF 5G
R(F,G) = — / dady ) > Aty — 2)——.
aeN g A B dpi() 5 (y)

i,j € {u® 4}

In der Definition der Peierls-Klammer berticksichtigen wir die Graduierung von F und
setzen

{F,G} £ R(F,G) — (-1)9 I R(G, F), (5.26)
so dass gilt
[F.G} = (~1)9E)G, F}. (5.27)
Aus dem erhaltenen freien BRST-Strom j/ bestimmt sich durch formale Integration die
freie BRST-Ladung Qo gemif

Qo ¥ / ) Bz (). (5.28)
xV=const

Qo ist nilpotent, d.h. es gilt Q3 = 0.

Die freie BRST-Ladung Qo induziert die freie BRST-Transformation so = [ dz h(z)So(z)
auf den in einem Doppelkegel O C M lokalisierten Funktionalen (wobei hlp = 1), d.h. es
gilt

{Qo, F'}s, = (s0F")s- (5.29)
Zum Beweis wéhlen wir eine kausale Zerlegung von d,h derart dass d,h = b, — a, mit
suppb, N (O +V4) = @ und suppa, N (O + V_) = @. Wir betrachten zu F € F(O) den
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Ausdruck {(j§,b,), F} s, mit der Notation (j,b,) = [ dx j&'(2)b,(x). Wegen der Kausalitéit
der Peierls-Klammer trigt der Teil von b, im raumartigen Komplement von O nicht zu
diesem Ausdruck bei. Wir wihlen folgende explizite Form

by(x) = Bhz) (1 - / j@(t)dt) (5.30)

mit einem geeigneten zeitartigen Einheitsvektor e und einer Testfunktion # € D(R) mit
geniigend kleinem Tréiger und [ dtf(t) = 1, so dass die obigen Forderungen an b, erfiillt
sind. Es gilt nach partieller Integration und der Stromerhaltung

<jg,bu>50 = /dx eujgo(:c)h(:n)ﬂ(e-x) = /dt@(t) / :th(:ﬂ)jgfo(:U)ew,podx"dxpdx". (5.31)

In dem zu {(j,bu), F'}s, = {4l bu)s0: F'so }so beitragenden Anteil dieses Ausdrucks ist h
gleich eins, d.h. {fe_m:t h(x) 7§, ()€ podr” drPda?, Fs, } s, ist konstant in ¢. Zusammen mit
[ dtf(t) = 1 finden wir damit

{036+ bu), Fs = {Qo, F'} s, (5.32)

Unter Verwendung von (5.26) und Beachtung der Trigereigenschaft der retardierten Pro-
dukte ergibt sich andererseits

{<]07 > F}SO = RSO(<]O7b >7F) - _RSO(<8ﬂjgvh>7F) (5'33)

was unter Verwendung der MWI in der Form (4.8) auf das gewiinschte Resultat (5.29)
fithrt.

5.2 Konstruktion der lokalen Observablenalgebren einer Eich-
theorie

Ein wesentliches Merkmal von quantisierten Eichtheorien ist das Auftreten von unphysika-
lischen Feldern in Form von Vektorpotentialen, Hilfsfeldern oder Geistfeldern. Die lokalen
Observablenalgebren sollten jedoch nur physikalisch messbare Groflien enthalten, insbeson-
dere eichinvariante Ausdriicke in den Feldern. Damit stellt sich die Frage, wie aus den
Algebren der in O lokalisierten (freien bzw. wechselwirkenden) Feldfunktionale die entspre-
chenden lokalen Observablenalgebren 2(Q) gewonnen werden kénnen. Eine Losung dieses
Problems liefert der von Kugo und Ojima [15] sowie Diitsch und Fredenhagen [23] ent-
wickelte BRST-Operator-Formalismus. Im folgenden werden die wesentlichen Merkmale
dieses Verfahrens skizziert.

Wir betrachten zunéchst den Fall einer freien Eichtheorie und gehen aus von dem zu-
gehorigen Netz der Algebren O —— F(O) mit dem freien BRST-Differential sy : F — F
und der freien erhaltenen BRST-Ladung Q) (siehe vorhergehender Abschnitt). Die BRST-
Symmetrie driickt die urspriingliche Eichsymmetrie im eichfixierten Formalismus aus. Des-
halb fordern wir von physikalischen Observablen F' € F die Invarianz unter sg und identi-
fizieren Funktionale, die sich nur um ein Element der Form soG mit G € F unterscheiden.
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Sei Ay = Kern(sg) C F der Kern und 2y o Bild(sg) C F das Bild von sg. Wegen s3 = 0
ist ™Agp eine zweiseitiges Ideal in Ay. Die Observablenalgebra der freien Eichtheorie wird
jetzt definiert als die Kohomologie von sg in F, d.h.

Ao
Qi 20 5.34
Aoy (5.34)

Das Netz der lokalen Observablenalgebren ist gegeben durch

def Q[oﬂf(@)

M Ao N F(O)

(5.35)
Zentrale Schwierigkeit bei der Hilbert-Raum-Beschreibung von Eichtheorien ist die Tat-
sache, dass keine nichttriviale Darstellung der Feldalgebra F in einem Hilbert-Raum $
(mit positiv-definitem Skalarprodukt) zusammen mit einer nichttrivialen unitdren Darstel-
lung der Poincaré-Gruppe auf § existiert. Es ldsst sich jedoch zeigen, dass die Observa-
blenalgebra A = (J, A(O) unter gewissen Bedingungen eine nichttriviale Hilbert-Raum-
Darstellung besitzt. Diese Darstellung kann, ausgehend von einer Darstellung von F auf
einem linearen Raum K mit indefinitem inneren Produkt < -,- > und einer Implemen-
tierung von sg in $) mittels eines symmetrischen und nilpotenten Operators @y gemif
50(F) = QoF — (=1)9¥)FQq dhnlich wie die Observablenalgebra 20 konstruiert werden.
Sei dazu Ry der Kern und Koy das Bild das Operators QQg. Wegen Q% = 0 gilt Rgp C Ro.
Der physikalische Pra-Hilbert-Raum $) wird nun definiert als die Kohomologie von g in

&, d.h.
g o 20

= —. 5.36
fog (5.36)
Unter den beiden Annahmen (Positivitdt)
(1)) <¢,¢>=0 Voe Ry
(i1) (pef N <¢,¢>=0) = ¢e Ry (5.37)

besitzt $ dann ein wohldefiniertes positiv definites Skalarprodukt (-,-) gegeben durch

([61], [@2)) < i hp > mit 1 € [6i] = s + Roo- (5.38)

SchlieBlich lasst sich durch
([A])[g] = [Ag] (5.39)

mit A € Ay, ¢ € Ky und [A] A + Ay eine Darstellung von 2l auf § definieren [20]. Da-
mit ist eine Hilbert-Raum-Darstellung der betrachteten freien Eichtheorie gefunden. Die
Giiltigkeit der Positivitét (5.37), die der Konstruktion des physikalischen Hilbert-Raums
wesentlich zugrundeliegt, muss in den betrachteten Modellen jeweils iiberpriift werden (sie-
he dazu [37]).

Wie in [16] gezeigt wurde, ist die oben beschriebene Konstruktion stabil unter Defor-
mationen, wie sie beispielsweise durch das Einschalten einer Wechselwirkung auftreten. Die
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zu F € Floc(O) entsprechenden wechselwirkenden Felder F sind dann formale Potenzrei-
hen in einer Kopplungskonstanten A, d.h. F' = ano A"F, mit Fy = F und F, € F. Es

existiere auf der Algebra der wechselwirkenden Felder F eine nilpotente wechselwirkende
lef

BRST-Transformation § = Ym0 A 8 F — F mit der freien BRST-Transformation

S0 = sp und graduierten Derivationen §,, auf F. § induziert wie oben einen symmetrischen
nilpotenten Operator @ = >, - A"@) in dem linearen Raum £ der formalen Potenzreihen

in A mit Koeffizienten in & Der Raum K erbt von £ ein indefinites Skalarprodukt mit
Werten in dem Raum C[[\]] der formalen Potenzreihen in A mit Koeffizienten aus C. Die
Observablenalgebra wird wieder definiert zu

~ 4ot Kern($)
= —— A
%= Bilde) (5.40)
und das Netz der lokalen Observablenalgebren entsprechend als
0 A(0) = Kern(8) N F(O)
Bild(5) N F(O)

(5.41)

Seien Ry < Kern(Q) und Koo & Bild(Q). Der physikalische Hilbertraum $ wird wie oben
definiert zu

G fo (5.42)
Roo

und wir erhalten wieder analog zu (5.39) eine natiirliche Darstellung von 2 auf §. Diitsch
und Fredenhagen bewiesen nun in [16], dass zusammen mit einer geeigneten Definition der
Positivitat in C[[\]] unter Voraussetzung der Positivitat (5.37) fiir den nichtdeformierten
Fall bereits auf die entsprechenden Positivitidtseigenschaften im deformierten Fall geschlos-
sen werden kann. Damit besitzt $ unter Voraussetzung von (5.37) ein positiv definites
Skalarprodukt und die Konstruktion erweist sich als stabil unter Deformationen.

5.3 Wechselwirkende Eichtheorien

Bei dem Versuch, wechselwirkende Eichtheorien, ausgehend von einer in Abschnitt 5.1
beschriebenen freien Yang-Mills-Theorie, im Rahmen der kausalen Stérungstheorie zu be-
schreiben, stof8t man zunichst auf das Problem, dass durch das Einschalten einer Wech-
selwirkung auch die Form der urspriinglichen freien Eichsymmetrie verindert wird. Dies
wird unmittelbar ersichtlich, wenn man die bekannte Form der Eichtransformation einer
nichtabelschen Yang-Mills-Theorie mit der Form der zugehorigen freien Theorie vergleicht.
Auf der Ebene der eichfixierten Theorie spiegelt sich das in grundsétzlich verschiedenen
Formen der BRST-Symmetrie wider. Wie aus Abschnitt 5.2 hervorgeht, bendtigt man
fiir die Konstruktion der lokalen Observablenalgebren einer wechselwirkenden Eichtheorie
einen erhaltenen wechselwirkenden BRST-Strom, aus dem sich die wechselwirkende BRST-
Transformation § ableitet. Im Rahmen der kausalen Stérungstheorie wird der wechselwir-
kende BRST-Strom selbst durch eine formale Potenzreihe in der Kopplungskonstanten der
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Wechselwirkung beschrieben und héngt damit von der gewéhlten Normierung der retardier-
ten Produkten ab. Es stellt sich deshalb die Frage, welche Normierungsbedingungen an die
retardierten Produkte gestellt werden sollen, so dass die Erhaltung des wechselwirkenden
BRST-Stroms garantiert ist.

Eine mogliche Losung dieses Problems wurde in [21] diskutiert. Ausgehend von einem
allgemeinen Ansatz fiir die Wechselwirkung und der Forderung der Existenz eines defor-
mierten BRST-Stroms, werden aus der Forderung der Stromerhaltung unter Verwendung
der MWI gewisse Bedingungen an die Wechselwirkung abgeleitet, deren Lésungen dann
unter Giiltigkeit der verwendeten Versionen der MWI zu konsistenten wechselwirkenden
Eichtheorien fiihren.

Wir skizzieren im folgenden Abschnitt anhand [21] die Ableitung der Bedingungen
an konsistente Wechselwirkungen. Anschlieend iibersetzen wir diese in kohomologische
Bedingungen im Raum der lokalen Differentialformen und finden mit Hilfe des Verfahrens
der Absteigegleichungen als eine Klasse von Losungen die bekannten Wechselwirkungsterme
der nichtabelschen Yang-Mills-Theorien.

5.3.1 Konsistente Wechselwirkungen

Wir gehen aus von einer freien Yang-Mills-Theorie zur eichfixierten Wirkung Sy (5.12)
zusammen mit der Invarianz von Sy unter der freien BRST-Transformation sy und dem
zugehorigen erhaltenen freien BRST-Strom jj. Um eine wechselwirkende Theorie mit de-
formierter BRST-Symmetrie zu erhalten, betrachten Diitsch und Fredenhagen in [21] den
Ansatz

Sint = 3 SpA” (5.43)

n>1

wobei S, = [dx g(x)Ly(x), Ly, € P, g € D(M) und g = 1 auf einem offenen und kausal ab-
geschlossenen Raumzeitgebiet Op. A wird dabei aufgefasst als ein Deformationsparameter.
Es existiere eine erhaltener BRST-Strom

=3 e (5.44)

n>0

im Sinne einer Deformation des freien BRST-Stroms j). Es ist fiir die Konstruktion lokaler
Observablen ausreichend, lediglich innerhalb des Gebietes O; Erhaltung des zu j* gehorigen
wechselwirkenden Stroms zu fordern:

R(eSim, (9,4", h)) € T (5.45)

wobei h € D(O1) und h = 1 auf einem offenen kausal abgeschlossenen Gebiet O mit
O C Oy. Bezeichne b, wieder wie in Abschnitt 5.1 den riickwértigen Anteil in der kausalen
Zerlegung von 0,h. Die wechselwirkende BRST-Ladung wird definiert gemaf

Q= (7", bu)s = Ry (3™, (7, b)) (5.46)
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(vgl. (5.32)) mit der vollen Wirkung S = Sy + Sint. Auf wechselwirkenden Feldern Fg
mit F' € Floe(O) ldsst sich damit eine wechselwirkende BRST-Transformation § definieren
durch

3(Fs) = {Q, Fs}sp- (5.47)
§ induziert eine BRST-Transformation s auf Fio.(O) bzw. P geméfl der impliziten Definition
(5(F))s = §(Fs). (5.48)

Unter Verwendung der GLZ-Relation und Beachtung der Trégereigenschaft von b, ergibt
sich daraus
Rsy (e @ (j*,b,), F) = R, (e5m, s(F)) (5.49)

Wir fordern, dass s eine Deformation der freien BRST-Transformation sq ist und schreiben

s = Z/dm h(x)5p, (z) A" (5.50)

n>0

mit graduierten Derivationen 3, (z). § sei auerdem nilpotent, d.h. $2(Fg) = 0, was gleich-
bedeutend ist mit (s%(F))g = 0 fiir alle F' € Fioc(O).

Aus der Forderung (5.45) lassen sich jetzt unter Anwendung der MWI einschrinkende
Bedingungen an die Komponenten S,, der Wechselwirkung ableiten. Dazu werten wir (5.45)
fiir die einzelnen Ordnungen in A aus. Zu nullter Ordnung finden wir die vorausgesetzte
Erhaltung des freien BRST-Stroms auf dem Raum der freien Losungen wieder

Go = (Db h) € T*. (5.51)
Anwendung der MWI fiir die Derivation d¢, = (So, h) = so in (5.45) liefert
R(e2™, 50Sim — Z(@Mjﬁ, hyA™) € J50 (5.52)
n>1

woraus sich zu erster Ordnung in A die Bedingung
—G1 = 5081 — (9,50 h) € T (5.53)
ergibt. Erneute Anwendung der MWI fiir die Derivation s; = (31,h) = d¢, in (5.52) ergibt
R(eg™, As1Sint + 50 Y Sn A" = Y (il h)A") € TS (5.54)
n>2 n>2
woraus zu zweiter Ordnung in A die néchste Bedingung
—Gly = 519) + 508y — (9,54, h) € T (5.55)

folgt. Dieses Verfahren kann iterativ fortgesetzt werden und es ergibt sich schliellich eine
Klasse von Bedingungen an die Wechselwirkung Si,s von der Form

n—1

~G =Y sk Sk — (il h) € TP, n> 1. (5.56)
k=0
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Zu einer konkreten Losung Sy, erhédlt man damit rekursiv den zugehorigen erhaltenen
def

BRST-Strom j# (5.44) und die BRST-Transformation s (5.50) mit s, = (5,,h) = dg,,-
Die Giiltigkeit der Bedingungen (5.56) garantiert schlieBlich die Invarianz der gesamten
Wirkung S = Sy + Sint unter der so definierten BRST-Transformation s auf dem Raum der
freien Losungen:

(sS)s = Rg, (e%““, sS)

— RSO (e%““, Z A" Z SkSnfk)
k=0

n>0
= Rg,(ez™, (0" b)) =0 (5.57)

Wir iiberpriifen die Giiltigkeit der Beziehung (5.48) anhand der dquivalenten Identitét
(5.49). Zunichst gilt nach der Tragereigenschaft der retardierten Produkte

Ry (€™ ® (j*,b,), F) = =Ry (€™ ® (95", h), F) (5.58)

fiir alle F' € Fioc(O). Sukzessive Anwendung der MWTI in der Form (4.8) fiir die Derivationen
d¢q,, liefert dann unter Verwendung der Bedingungen (5.56) die rechte Seite von (5.49):

—Rg,(eg™ ® (95", h), F) = Rs,(ea™, s0Sme — Y _(Ouijlt, h), F) + Rs,(ea™, soF)

n>1
= R (e8™, —AG1+50 ) SpA™ = > (9, h), F)
n>2 n>2

—i—RsO(eg;f““, soF)
= Rg, (G%int, AS1.Smt + So Z Sp A" — Z<8H]ﬁ, h>, F)

n>2 n>2
+Rs, (€5 (so + As1)F)

= Rg, (e%““, sF)

Zur Uberpriifung der Nilpotenz von § verweisen wir auf Abschnitt 5.3. in [21].

5.3.2 Lokale Differentialformen

Unser Ziel ist es, explizite Losungen fiir konsistente Wechselwirkungen anhand der oben ab-
geleiteten Bedingungen (5.56) zu finden. Dazu formulieren wir in diesem Abschnitt zunéchst
dquivalente Bedingungen im Raum der lokalen Differentialformen und reduzieren das Pro-
blem dadurch auf die Lésung eines gewissen kohomologischen Problems. Unter Verwendung
bestimmter Techniken aus der Kohomologietheorie, erhalten wir dann in Abschnitt 5.3.3
als Resultat die bekannten nichtabelschen Yang-Mills-Wechselwirkungsterme. Interessan-
tes Merkmal dieses Resultates ist die Tatsache, dass die fiir wechselwirkende Yang-Mills-
Theorien charakteristische Lie-Algebren-Struktur bereits in der Forderung nach BRST-
Invarianz implizit enthalten ist und nicht explizit eingefiihrt werden muss.
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Zunichst konzentrieren wir uns auf die Bedingung erster Ordnung (5.53) und formulie-
ren diese in der Algebra P. Mit S; = [ dz g(x)£q und g‘ o, = 1 ergibt sich unter Verwen-
dung von

y =y a (—=1)l925(z — y) (5.59)

$
aENd

der Zusammenhang

s0S1 = /dxdy h(m)g(@/)( - Ba(ﬁ”)gg;((y; — (@), gji EZ))>

_ /dx(— Z aa(h(ﬁl?)Ba(CC)) gf;a Z 804 a )a“a(gfjla)( ))

aeNg aeNg

Mit dem freien BRST-Differential sg auf P erhalten wir daraus

5051 = /dx h(z)(soL1)(z) + /dx h(z)9, M} (z) (5.60)
mit M/ € P. Damit iibersetzt sich (5.53) in die Bedingung
s0L1 — 0u(j7 — MY) € &s, (5.61)

mit dem Ideal £, C P, das von den freien Feldgleichungen (5.13) erzeugt wird (vgl. (2.5)).

Fiir die Bestimmung von Losungen dieser Bedingung erweist es sich als hilfreich den
Raum der lokalen Differentialformen (siche [9, 8]) auf M einzufithren. Sei QP(M,P) &
P @ QP(M) der Raum der P-wertigen p-Formen auf M und Q(M, P) & @pzo QP (M, P).
Q(M, P) ist zweifach graduiert: fiir w = A ® a € QP(M, P) definieren wir den Formengrad
fw) = f(a) € p und die Geistzahl g(w) = g(A). Das duBere Produkt von Q(M) <
@i,o QP (M) iibertrégt sich in natiirlicher Weise auf (M, P). Seien dazu w = A ® o und
n = B ® (3 lokale Formen zu A, B € P mit definierter Geistzahl und «, 3 € Q(M) mit
definiertem Formengrad. Dann setzen wir

wAn=(A®a)A(B®B) = ()P (AB) @ (an B) (5.62)

und erhalten
wAn = (=Dly AW (5.63)

mit der (totalen) Graduierung |w| & g(w) + f(w). Das BRST-Differential sg : P — P
und das duflere Differential d lassen sich in natiirlicher Weise auf Q(M, P) fortsetzen. Wir

definieren
def

so(w) = s0(4) ® « (5.64)

und

do = d(A) A a+ (-1 YA ® da (5.65)
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zusammen mit? dA = (—1)9(4) OuA ® dxt.
Wie man unmittelbar nachrechnet, gilt fiir die so fortgesetzten Differentiale weiterhin
s2 =0 und d? = 0. s und d sind auf Q(M, P) | - |-graduierte Derivationen, d.h. es gilt

solwAn) = sowAn—+(=1)¥wA sy (5.66)
dwAn) = dwAn+ (—D*wAdy. (5.67)

Damit antivertauschen d und sg
sod + dsg = 0. (5.68)

Dem Ideal der freien Feldgleichungen Eg, in P entspricht das Ideal Q(M, Es,) = Eg, @ Q(M)
in Q(M, P). Diese Ideale sind stabil unter der freien BRST-Transformation sg. Aus den frei-
en Feldgleichungen (5.13) und den Transformationsregeln (5.24) erhalten wir unmittelbar

) ()i
()0 ()t

d.h. 80(550) C 550 bzw. SO(Q(M,gso)) - Q(M, 550).

Wir verwenden in den Rechnungen in Abschnitt 5.3.3 eine Fortsetzung des Hodge-Stern-
Operators auf die Algebra Q(M,P). Dazu fixieren wir eine Orientierung des Minkowski-
Raums und bezeichnen das natiirliche Skalarprodukt auf den Formen (M) mit g(-,-). Wir
erhalten damit eine natiirliche P-wertige Bilinearform § auf den lokalen Formen Q(M, P)
gegeben durch

j(w,m) =§(A®a, B® f) = ABg(a,§) (5.70)

auf homogenen w,n € Q(M, P) und der linearen Fortsetzung auf ganz Q(M, P). Den Hodge-
Stern-Operator * : Q(M, P) — Q(M, P) auf lokalen Formen definieren wir dann gemés

w A xnE Glw,n)dM (5.71)

mit der Volumenform dM auf M, die der gewéhlten Orientierung entspricht. % ist dadurch
eindeutig definiert und besitzt die Eigenschaften

s(Awa) = (-1)W VAR (5.72)

ssow = (=1)/@syxw (5.73)

wrw = (=1)Ff@NE=fW),, (5.74)

wie man unmittelbar anhand der Definitionen nachpriift. Schlielich fithren wir auf Q(M, P)

def

das Kodifferential 6 gemaf dw =

Laplace-Operator A < d§ + §d wirkend auf Q(M, P). Fiir lokale Formen ohne explizite
Raumzeit-Abhéngigkeit gilt folgender Zusammenhang zwischen A und dem d’Alembert-

(=1) @)+ 4 dxw ein und erhalten den verallgemeinerten

Operator [J
Aw=AA®a) = (-1)“)(04) ® o (5.75)

Wir folgen hier der Konvention in [9].



5.3. Wechselwirkende Eichtheorien 65

Ordnen wir jetzt der Lagrange-Dichte £; € P die lokale d-Form® w? < £1dM und dem
Element j§' — M# die lokale (d — 1)-Form w® = — % ((ji, — My, )dz") zu, so iibersetzt
sich Bedingung (5.61) wegen dw?®! = -3, (j1' — M*)dM in

sow? + dw?™t € Q4(M, Esy)- (5.76)

Die Suche nach Losungen von Bedingung (5.53) reduziert sich damit auf die Bestimmung
lokaler Formen w?, zu denen jeweils lokale Formen w9 ! existieren, so dass (5.76) erfiillt ist.
Wegen s¢? = 0, sod + dsg = 0 und der Invarianz von Q(M, Eg,) unter sy erhalten wir aus
einer speziellen Losung w® unmittelbar eine weitere Losung w'® = w® + son® + dn?=! + 1@
zu beliebigen n¢ € QIM, P), n?~1 € Q4=1Y(M, P) und 1? € Q¥(M, Es,). Denn sei w! €
QI=1(M, P) so dass sow? + dw?! € Q(M, Eg,), dann gilt auch sow'® + dw'@1 € Q(M, Es,)
mit w1 E a1 4 5041 Um triviale Losungen von (5.76) auszuschliefien, identifizieren
wir zwei Losungen w? und w'®, die sich nur um eine Losung der Form son® 4+ dn?=! + /¢
unterscheiden. Die Menge der zugehérigen Aquivalenzklassen [w?] wird als schwache Rela-
tivkohomologie HY_,, (so|d) von so modulo d bezeichnetS (siehe [9] und [38]). Der Terminus
"schwach” bezieht sich darauf, dass sow?+dw?! = 0 nur modulo Feldgleichungen gefordert
wird (siehe auch [39]).

Die Berechnung von Relativkohomologien wird mit Hilfe der sogenannten Absteigeglei-
chungen auf die Kohomologien der involvierten (Korand-)Operatoren zuriickgefiihrt. Zu
Details sei der Leser auf die Arbeit [9] und die darin aufgefiihrte Literatur verwiesen. Ei-
ne Zusammenfassung der im folgenden verwendeten Begriffe und Aussagen findet sich in
Anhang C. Wir wollen uns im Rahmen der vorliegenden Arbeit darauf beschrinken, ausge-
hend von einem einfachen und physikalisch motivierten Ansatz, eine Klasse von Lésungen
der Bedingung (5.76) zu bestimmen, die uns unmittelbar auf die bekannten wechselwir-
kenden Yang-Mills-Theorien fiithrt. Die Beantwortung der Frage nach der Existenz weiterer
Losungen von (5.76) erfordert einen tieferen Einblick in die Theorie der Relativkohomolo-
gien und wird in dieser Arbeit nicht weiter behandelt.

5.3.3 Ableitung der Yang-Mills-Wechselwirkung

Dieser Abschnitt” beruht im wesentlichen auf [36], worin im Rahmen des Antifeld-Formalis-
mus eine kohomologische Ableitung der Yang-Mills-Wechselwirkung gegeben wird. Dieser
Formalismus unterscheidet sich von dem hier verwendeten darin, dass keine Eichfixierung
durchgefiihrt wird (d.h. es sind keine Hilfsfelder B® und keine Antifeldgeister 4% invol-
viert). Stattdessen werden sogenannte Antifelder eingefiihrt, die die freien Feldgleichungen
iiber einen weiteren nilpotenten Operator (Koszul-Tate-Differential) implementieren. Da-
durch kann das Ideal &g, als eine Homologie dieses Differentials interpretiert werden. Das
Koszul-Tate-Differential und das freie BRST-Differential sg wird im Antifeld-Formalismus
zu einem gesamten nilpotenten BRST-Differential o zusammengefasst®. Mit Hilfe der zen-

°Im folgenden schreiben wir kurz A ® a = Aa.

5Der obere Index an H bezieht sich auf die Dimension von M.

"Im folgenden sei d = 4.

8Wir verwenden hier aus Griinden der Unterscheidbarkeit eine uniibliche Bezeichnung des BRST-
Differentials im Antifeld-Formalismus.
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tralen Gleichung des Antifeldformalismus, der sogenannten Master-Gleichung, die als all-
gemeiner Ausdruck fiir die Eichsymmetrie der Theorie angesehen werden kann, werden in
[36], dhnlich wie in Abschnitt 5.3.1, Bedingungen an konsistente Wechselwirkungen abge-
leitet. Diese fiihren unmittelbar auf das Problem der Bestimmung der Relativkohomologie
H%0y, d) von 0g modulo d. Durch die Einfithrung der Antifelder wird also die Schwierigkeit
der Bestimmung einer schwachen Relativkohomologie vermieden. In [40] wurde gezeigt, dass
die beiden Relativkohomologien H%(og,d) und HY_, (so,d) unter der zusétzlichen Bedin-
gung, dass das deformierte BRST-Differential s (5.50) wieder nilpotent ist, auf gleichwertige
Losungen fiir konsistente Wechselwirkungen fiihren.

Unabhéngig von diesem Resultat wird im folgenden das Vorgehen aus [36] in den hier
verwendeten eichfixierten Formalismus iibertragen. Dieses beruht auf der in Anhang C
skizzierten Methode zur Losung der Absteigegleichungen: Ausgehend von nichttrivialen
Elementen der Kohomologie von sg als untere Enden von sg-Leitern, wird versucht, durch
sukzessive Anwendung von d eine Losung von (5.76) zu finden.

Dazu stellen wir zunéichst— wie in [36] — zusétzliche physikalisch motivierte Bedingungen
an Lq:

e [ ist Lorentz-invariant
° g(£1) =0
e L ist ein 3-Vertex, d.h. ein Polynom von héchstens dritter Ordnung in den Feldern®.

Da die Kohomologie H(sg) von sg aufgespannt wird von Polynomen in w und 0,,...,, Fj.
mit £ > 0 (siche Anhang C) und die Geistzahl sich bei jedem Schritt aufwérts in einer
so-Leiter um eins verkleinert, kénnen wir uns wegen der zweiten Forderung auf sg-Leitern
beschrinken, deren unteres Ende mindestens eine 1-Form ist. Zusammen mit den ande-
ren beiden Forderungen findet man dann als mogliche Enden von Absteigegleichungen die
beiden 2-Formen
w? = fupetPu’F® und  W? = fapoulu’ x F° (5.77)
zu F* = dA® und reellen Konstanten fup., a,b,c € N, fir die 0.B.d.A fope = — facp gelte.
Zur Losung der zugehorigen Absteigegleichungen berechnen wir zunéichst dw? bzw. dw'?

und untersuchen, ob das Ergebnis sp-exakt modulo Elemente in Q(M, Js,) ist. Es ergibt
sich unter Verwendung von dF'* =0, A = dé + dd und §A* = 9" A},

dw? = fapctlPuCdF® — 2fpeuldu’ A F® (5.78)
und
dw'? = — fapeulul x (AA® — d(0"A})) — 2 fapeulldu’ A xF°. (5.79)
Wie eine kurze Rechnung unter Verwendung der Identitdten sgA = —du, sodtt = dB und
soF = 0 zeigt, gilt
50(2fapcttl AS A F) + d( fapeuPuF®) = 0 (5.80)
—_—— —_—
d:efws —w2

9Diese Forderung garantiert die Renormierbarkeit der Theorie gemfi ”power counting”.
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sowie
50(FapetPu® 5 dii® + 2fapetil AC A % F) 4 d( fapetilu’ x FO) (5.81)
~ e
d:efw,3 —=w'2

= — fapct"u® x (AA® — d(0" A}, — B*))

0.5,
= — fupeulul 514@0,# xdxt € Q3(M,550).

Wir versuchen nun zunichst w?® aus (5.80) ein weiteres Mal in der sg-Leiter anzuheben.
Anwendung von d liefert

dw® = 2fapedu A A A FO — 2fp uFC A FO. (5.82)
Wie man schnell findet, ist der erste Term sg-exakt mit
2 fapedul N AS N F = —50(fapre AY A AC A F®) (5.83)

withrend der zweite Term 2 f,.u’F¢ A F® ein nichttriviales Element der Kohomologie von s
darstellt. Um dieser Obstruktion auszuweichen bleibt die Moéglichkeit fope = — fepa, d.h. die
vollstandige Antisymmetrie von fap, zu fordern. In diesem Fall ist jedoch schon dw? = 0,
was unmittelbar auf ein triviales w* fiihrt.

Wir wenden uns w'3 aus (5.81) zu und erhalten zunichst

dw = 2fupedubu’ A «di® 4 2 fapedul A A A % F® + 2 fupeub AS A d 5« F©
(1) @) 3)
+ FapettPuld * da® — 2 fapcul FC A % F® . (5.84)

(4) (®)

Fiir die einzelnen Terme finden wir

(1) = —50(2fapeA%uE A %d0®) — 2 fape AuE A xd B*

(2) = —so(fapeAP N AC A xF9)

(8) = —2fueulA°Ax(AA* — d(0"A%))

4) = Faperlu® (Aa® — @) = — fuperuPuOadM
=0

wihrend (5) weder Element von Q(M, Eg,) noch sg-exakt modulo Q(M, Eg,) ist. Deshalb
gelangen wir nur dann zu einer Losung fiir w?*, wenn wir wieder die vollstéindige Antisym-
metrie von fg. fordern, so dass (5) identisch verschwindet. Wir erhalten damit folgende
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Losung von (5.76)

50(2fabcAbuc A *di® + Fape A A AC A % F@ ) + dw”

d:efw/4
= fabe (ubuc * ATY — 2A%C A x(AAY — d(0" A}, — B“)))
05 05
— _ b, c 0 b C_O 4
= fuse (= wPut =2 + 240 Ai‘i) dM € QY (ML Es,). (5.85)
-
Explizit finden wir mit unseren Bezeichnungen w'* = £1dM, W = — x ((jLu — MLH)dw“)
und 31(7) = dg, ()
Ly = fapeF "M AL A — 2 fop 00 Abuc (5.86)
=M = fapcd" iU — 2 fo L, AP (5.87)
0
§1 = fabcubuc - 2fabcAzuc (588)

Sul 6AZ'

Nachdem wir eine Losung von (5.53) gefunden haben, wenden wir uns der Bedingung
2. Ordnung (5.55) zu. Diese lautet in der Algebra Q(M, P)

s1L1dM + sgLodM — d * ((jg# — Mg#)d.%'u) = —GLdM € Q(M,gso) (5.89)

mit Lo, M4 € P und dem wechselwirkenden BRST-Differential erster Ordnung s1, welches
gemif (5.88) auf P definiert wird durch

s1(A%) = =2 facAbu’ 51(BY) =0 (5.90)
51(u%) = fapeu’u® s1(a*) =0 (5.91)

und s1(PQ) = 51(P)Q+(—1)9%F) s (Q) fiir alle P,Q € P, und in gleicher Weise auf Q(M, P)
fortgesetzt wird wie das freie BRST-Differential sg.
Wir bestimmen zunéchst s1£1dM unter Verwendung von

§1A% = 2f . Auc (5.92)

sowie
$1(#F%) = —2fape % FOuE 4+ 2fupe % (A A du®) (5.93)

und organisieren die Terme in folgender Weise:

$1L1dM = s10't = =2 Jabde(Abudue A xda® + AY A A% A *F'%)

/

Ve
w4

+2fabcfadeAb N AN *(Ad VAN due)
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mit Jupde S fabeSedet fodeSfeae + faacfeve- Japde ist offensichtlich vollstdndig antisymmetrisch.
Die Frage ist nun, ob es Lo, (j2,,—Ma2,,) und G2 derart gibt, dass (5.89) erfiillt ist. Zunéchst
finden wir unter Verwendung von w A i = (—1)9@90y A xw fiir alle w,n € Q(M, P)

2 fabefade A N AN x(AT A du®) = $50(faveSade A A A A (AT A A%)). (5.94)
Damit (5.89) erfiillbar ist, muss sich w”* schreiben lassen als
W' = soA 4+ dk + 1 (5.95)

mit lokalen Formen A € Q*(M,P), x € Q3(M,P) und ¢ € Q*(M,Eg,). Dann muss aber
wegen so2 = 0 und sod + dsg = 0 auch

sow™ = —dsok +  sou (5.96)
~—
€4 (M,Es,)
sein. Eine Rechnung liefert
sow™ = —d( Jobde (APuu® A« F* + %ubudue * du) )
d;fr,
=K

+ Japde (Au®u® A +(AA* — dO" AY + dB) — tulutu® « Aa®) |

e (M,gso )

Nun ist sor’ # 0 und damit £’ sicher nicht sp-exakt, weshalb (5.95) nicht haltbar ist. Um
dennoch eine Losung von (5.89) zu finden, miissen wir Jypq. = 0 fordern. Die Konstanten
fabe kOonnen damit als die Strukturkonstanten einer Lie-Algebra angesehen werden. Die in
jeder Lie-Algebra giiltige Jakobi-Identitéit wird dabei garantiert durch das Verschwinden
von Jgpge. Die Losung fiir Lo von (5.89) lautet damit

LodM = _%fabcfadeAb N ACN *(Ad N Ae) = _fabcfadeAzAzc/AdMAe,ydM (597)

zu jo — Mo = 0 und G5 = 0. Damit verschwindet auch $s.
Schliefllich lautet die Bedingung zu dritter Ordnung

soL1 + s1Lo + soLs — 6“(]:‘; — ./\/lg) = -Gz € 550. (5.98)
Die Berechnung von s; Ly liefert unter Verwendung von w A s = (—1)9)90 gy A xw
s1LodM = _%Sl(fabcfadeAb NACA *(Ad A Ae))
- _fabcfade (fbghAguh N A° A *(Ad A Ae)
— fegn AU A AP A %(A% A A°)
— Fagn A9ul A A A x(AP A A)
+ fegnA9u A AT A x(AP A A%)) = 0.
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Deshalb besitzt (5.98) nur triviale Losungen und die Reihen Sy (5.43), 7# (5.44) und s
(5.50) brechen ab.

Damit erhalten wir als eine Klasse von konsistenten Wechselwirkungen die bekannten
Wechselwirkungsterme der nichtabelschen Yang-Mills-Theorien beziiglich einer Lie-Algebra
mit Strukturkonstanten fu;.. Die gesamte Lagrange-Dichte ergibt sich mit der Ersetzung

fabe — %fabc zu
L=L0+ Lint = Lo+ A1+ )\2[,2
= (%BMAG’”(GVAZ - 0,A7) + %B“Ba — B*9, A" + 0M&a3“ua) +
)‘(%facha’ijzAi - fabcauaaAzuc) - )‘2(%fabcfadeAzAiAdMAew)'
Sei g die Lie-Algebra beziiglich der Basis {7, }qeny mit den Relationen [7,, 75| = i\ fapeTe
und Tr7,7, = d4p. Interpretieren wir die Felder AZ, B?%, u® und @ als Koeeflizienten der

g-wertigen Felder A, B, u und @ beziiglich der Basis {7}, so lisst sich die Lagrange-Dichte
L unmittelbar in die gewohnte Yang-Mills-Form bringen (siehe beispielsweise [8], p.39)

£=To( = {F" Ly — BOA" + B + 0,00"u — 00" [u, A,]) (5.99)

mit den nun wechselwirkenden Feldstarken F),, def OuA, — 0, A, —i[A, Al
Das gesamte BRST-Differential s = sg + As; auf P wirkt auf den Basisfeldern gemaf

sA, = dyu+ifu, A, , su = %ifu,u] (5.100)
si=B , sB=0 (5.101)

und ist offensichtlich nilpotent.



Kapitel 6

Zusammenfassung und Ausblick

Die MWT stellt in der klassischen perturbativen Feldtheorie eine allgemeingiiltige Iden-
titdt dar, welche alle Symmetrien, die aus den klassischen Feldgleichungen folgen, bein-
haltet. Die Formulierung mit Hilfe klassischer retardierter Produkte ermdoglicht ihre for-
male Ubertragung in den Rahmen der kausalen Stérungstheorie, wo sie eine nichttriviale
Normierungsbedingung an die retardierten Produkte darstellt. Dass diese nicht in voller
Allgemeinheit erfiillbar sein kann, folgt aus der Existenz der bekannten Anomalien der
Quantenfeldtheorie.

Motiviert durch die Tatsache, dass die MWI in konkreten Beispielen auf die bekann-
ten Ward-Identitdten fiithrt und wichtige Information fiir die Konstruierbarkeit der lokalen
Observablenalgebren von Eichtheorien enthélt, wurde in dieser Arbeit die Frage der (teil-
weisen) Erfiillbarkeit der MWI in der perturbativen Quantenfeldtheorie untersucht. Dazu
wurde in einem ersten Schritt gezeigt, dass die allgemeinste Verletzung der MWI sich in
Form lokaler Anomalie-Terme ausdriicken ldsst.

Dass die MWI in Beziehung mit dem Quantenwirkungsprinzip von Lam und Lowen-
stein steht, wurde bereits in [21] angemerkt. Um eine konkrete Verbindung zwischen dem
erwihnten Resultat und der Form des Quantenwirkungsprinzips, wie es in der Metho-
de der algebraischen Renormierung verwendet wird, herzustellen, wurde im Rahmen der
kausalen Storungstheorie ein effektiver Feldformalismus entwickelt, der es ermdglicht, eine
perturbative Quantenfeldtheorie durch eine klassische Feldtheorie zu nichtlokalen effekti-
ven Wechselwirkungstermen zu beschreiben. Dazu war die konsistente Einfithrung des in
[22] vorgeschlagenen verallgemeinerten off-shell-Formalismus in die klassische perturbative
Feldtheorie nétig.

In diesem effektiven Feldformalismus konnten dann unter Verwendung der auch fiir
nichtlokale Groflen giiltigen klassischen MWI effektive Versionen der quantenfeldtheoreti-
schen MWI und der gefundenen Identitét, die ihre allgemeine Verletzung ausdriickt, ab-
geleitet werden. Die so erhaltenen Identitéten stehen in enger Beziehung mit den Ward-
Identitédten und dem Quantenwirkungsprinzip, ausgedriickt durch das Vertex-Funktional
aus dem funktionalen Zugang zur Quantenfeldtheorie.

Bei dem Versuch, die Erfiillbarkeit der MWI in Modellen mit einer Symmetrie der klas-
sischen Wirkung dhnlich wie in der algebraischen Renormierungsmethode auf konkrete Ob-
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struktionen (z.B. kohomologische Bedingungen an die Symmetrieoperatoren) zuriickzufiih-
ren, trat das Problem auf, dass durch die Verwendung lokalisierter infinitesimaler Symme-
trietransformationen weitere Terme involviert sind, deren Verhalten bei der Durchfithrung
einer Renormierung der effektiven Wechselwirkung im Rahmen der vorliegenden Arbeit
nicht erkannt werden konnte. Zur Kldrung dieser Frage scheint eine genauere Kenntnis der
Struktur der auftretenden Anomalie-Terme vonnéten.

Eine andere Moglichkeit zur Uberwindung dieser Schwierigkeiten (im Fall linearer Sym-
metrietransformationen) konnte die Ausnutzung des klassischen Noether-Theorems bieten:
Indem zunéchst die Erfillbarkeit der effektiven Version der MWTI fiir den nichtlokalisierten
Symmetrieoperator gezeigt wird — dies involviert die Erfiillbarkeit gewisser kohomologi-
scher Bedingungen — kann fiir die derart renormierte effektive Wirkung nach dem Noether-
Theorem auf die Existenz eines erhaltenen effektiven Stroms geschlossen werden. Die Di-
vergenz dieses effektiven Stroms verschmiert mit einer Testfunktion g ergibt sich gerade
durch Anwendung des mit g lokalisierten Symmetrieoperators auf die effektive Wirkung
[38]. Um jedoch zur urspriinglichen Form der MWI zuriickzukehren, hat man zu zeigen,
dass dieser effektive Strom mit dem effektiven Feld des klassischen Stroms in der gewéhlten
Renormierung iibereinstimmt.

Als eine Anwendung des in der Arbeit vorgestellten Formalismus der algebraischen
perturbativen Quantenfeldtheorie wurden schliellich Eichtheorien betrachtet. Ausgehend
von Bedingungen an konsistente Wechselwirkungen zu freien Yang-Mills-Theorien, welche
in [21] anhand der Forderung der BRST-Invarianz der wechselwirkenden Theorie unter
Verwendung der MWI abgeleitet wurden, konnte durch die Anwendung kohomologischer
Techniken eine Klasse von Losungen dieser Bedingungen bestimmt werden, die sich als
dquivalent mit den bekannten nichtabelschen Yang-Mills Wechselwirkungstermen erwiesen.
Bemerkenswert an diesem Resultat ist die Tatsache, dass die Lie-Algebren-Struktur dieser
Theorien in Form der Antisymmetrie der Strukturkonstanten und der Jakobi-Identitét be-
reits in der Forderung nach BRST-Invarianz enthalten sind und nicht explizit eingefiihrt
werden miissen.

Es war im Rahmen der vorliegenden Arbeit nicht moglich, eine detailierte kohomo-
logische Analyse der Bedingungen an konsistente Wechselwirkungen durchzufiihren, die
es erlaubt, auch Aussagen iiber die Existenz weiterer Losungen zu treffen. Die wesentli-
che Schwierigkeit in diesem Zusammenhang besteht offensichtlich darin, die entsprechen-
den Kohomologien modulo Terme im Ideal der freien Feldgleichungen zu bestimmen. Hier
scheint ein entscheidender Vorteil des erwdhnten Antifeld-Formalismus zu liegen, in wel-
chem die Bestimmung von ”schwachen” Kohomologien durch die Einfiihrung des Koszul-
Tate-Komplexes vermieden wird.



Anhang A

Zeitgeordnete Produkte

In diesem Abschnitt! wird die Verbindung zwischen dem urspriinglichen Formalismus der
kausalen Storungstheorie nach Bogoliubov, Epstein und Glaser [11, 12] mit Hilfe zeitge-
ordneter Produkte (T-Produkte) und dem der vorliegenden Arbeit zugrundeliegenden For-
malismus durch retardierte Produkte hergestellt. Dazu wird zuniichst ein kurzer Uberblick
iiber die Definition zeitgeordneter Produkte in der kausalen Stoérungstheorie gegeben (zu
Details siehe die beiden oben genannten Orginalarbeiten sowie [10, 37]).

Zeitgeordnete Produkte lassen sich wie retardierte Produkte anhand gewisser definie-
render Eigenschaften konstruieren. Sei (T, )nen, die Familie linearer Abbildungen

T, : Sym"P — D'(M",F)
AP s T, (A% (A1)
definiert anhand der folgenden Eigenschaften:
Anfangsbedingung:
To(1)=1 und T1(Q)=Q , VQEeP (A.2)

mit der iiblichen Interpretation von ) € P als F-wertige Distribution auf M gemé&f

Q(g9) = [ dz g(2)Q(z).
Kausalitit: Fir alle Aq,..., A, € P gelte

Tn(Al (1‘1), e ,An(.%'n)) = Tk(Al (1‘1), N ,Ak(.%'k)) *Tn,k(AkJrl(.%'kJrl), N ,An(l'n))
(A.3)

falls {z1,..., 2k} N ({Tpa1, .- 20} + V) = @.

Action-Ward-Identitét: T,, vertausche mit partiellen Ableitungen. Damit lassen sich in
konsistenter Weise zeitgeordnete Produkte auf den lokalen Funktionalen Fi,. definie-
ren (siche 3.2.1).

!Ein groBer Teil dieses Abschnittes beruht auf einer Ausarbeitung von Michael Diitsch.
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AuBerdem werden die Eigenschaften Unitaritit, Kovarianz und Feldunabhiingigkeit
gefordert, welche in gleicher Weise wie fiir retardierte Produkte formuliert werden. Aus-
gehend von diesen Forderungen lésst sich ein induktives Konstruktionsverfahren fiir zeit-
geordnete Produkte angeben, das wie in Abschnitt 3.2.2 auf das Problem der Fortsetzung
gewisser Distributionen auf D(R"\{0}) nach D(R") fiihrt.
Das erzeugende Funktional der zeitgeordneten Produkte ist die lokale S-Matrix S, ge-
geben durch
S(F) = T(ed) mit F € Foc. (A.4)

Das Inverse der S-Matrix beziiglich des Sternprodukts % ist das erzeugende Funktional der
anti-zeitgeordneten Produkte (T'),)nen,

o0

S(F) ' = T(eg") = (1-T(e))™. (A.5)
n=0

Den Zusammenhang zwischen den zeitgeordneten Produkten und den retardierten Pro-
dukten liefert jetzt die Formel von Bogoliubov? [11]:

B d . . . .

R(e3, F) = <=+, OT(e®ZS/ M TSIy (e M TS @ F). (A6)
1 =

Urspriinglich diente diese Identitéit im Rahmen der kausalen Stérungstheorie mit Hilfe

zeitgeordneter Produkte der Definition wechselwirkender Felder. Im Rahmen dieser Arbeit

kann (A.6) als implizite Definition zeitgeordneter Produkte verstanden werden. In [22]

wurde dazu folgende formale Inversion von (A.6) gefunden

0 ] 1 Ak A2
S(F/h) = 11+Z(,%)k/ d)\k/ d)\k_l---/ A\ R(eF F) %% R(ept | F).
1 0 0 0

Retardierte und zeitgeordnete Produkte lassen sich durch Graphen darstellen. Im Gegensatz
zu den Graphen der zeitgeordneten Produkte sind die der retardierten Produkte stets zu-
sammenhéngend. Klassische retardierte Produkte entsprechen zusammenhéngenden Baum-
graphen, d.h. Graphen in denen keine Schleifen (”loops”) auftreten. Zeitgeordnete Produk-
te besitzen kein klassisches Pendant. Wir definieren demnach Ti... respektive T¢ als den
Anteil der zeitgeordneten Produkte, der gerade allen Baumgraphen respektive allen zusam-
menhingenden Graphen entspricht. Es gilt3

T(eS/") = T )/ (A.7)

bzw. | |
Ttree(eg/h) = eTtCree(eg)/h (A8)

Die zusiitzlichen fi-Faktoren in den T-Produkten in (A.6) bezichen sich auf die in dieser Arbeit verwen-
dete Konvention limy_.o R = Rq.
3 Analoges gilt fiir die anti-zeitgeordneten Produkte T.
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mit dem Baumgraphenanteil T}, ., der zusammenhéngenden 7T-Produkte und der Exponen-
tialreihe e beziiglich des klassischen Produktes in F. Es gilt der Zusammenhang

TheelF1 @ @ Fy) = lim 17O UTE(R @ @ F) (A.9)
falls Fi,..., F, ~ KO.

Da die zeitgeordneten Produkte i.a. nicht zusammenhéngend sind, lisst sich aus (A.6)
nicht unmittelbar ein allgemeiner Zusammenhang zwischen Re und Tiee bzw. Tiree ge-
winnen. Abstrakt ldsst sich T..(F1 @ --- @ F,,) wie folgt bestimmen: Man sammle alle
zusammenhéngenden Baumgraphen in dem Produkt Fj % --- x F}, und ersetze die auftre-
tenden A -Funktionen allesamt durch Feynman-Propagatoren Ap = AL + iA* mit der
avancierten Greens-Funktion A®. Da nur Baumgraphen betrachtet werden, treten dabei
keine problematischen punktweisen Produkte von Feynman-Propagatoren auf. Anhand die-
ser Definition kann 7%, auch auf nichtlokale Eintrége Fi,..., F), fortgesetzt werden.

Wir suchen ein Aquivalent der klassischen MWT ausgedriickt durch zusammenhéngende

zeitgeordnete Produkte auf Baumgraphenniveau. Sei dazu S € F und A = [ dz Q(x) 62?2) €

J% mit Q(z) € F. Wir berechnen unter Verwendung von [dy Ap(z — y)éw(‘j)i‘gg)@ =
i0(z — 2)

Thee(S®A) = ﬁ/dxdy %AF(@“ — y)%?y)

do(x) Ap(z —y) So(y) 30(2)
oS 5250

7o) Vo)

0So .
5(2) +zh/dx Q(x)

= h/dxdydz

Q(2)
5S
dp(x)

—i—h/dw dy dz

_ / d=TE..(S @ Q())

Insgesamt gilt also

050

HToae(5© ) +625 = [ dodTin(S © Q)35 (A10)

In prinzipiell gleicher Weise kann die Giiltigkeit der Identitét
TC (5" @ (A4 648)) = [ daTC (/" %% A1l
tree(e® ®( + A )) - €z tree(e® ®Q(x))5g0($)’ ( . )

welche der klassischen MWTI im off-shell-Formalismus entspricht, gezeigt werden (siehe dazu
auch [1]).

Auch im Rahmen der zeitgeordneten Produkte lésst sich ein effektiver Formalismus
entwickeln. Sei I'p die lineare Abbildung

I'r: SymFoe — F (A.12)
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impliziert definiert durch
T<( eg/ h) TC

tree

(erem), (A13

Zu nullter und erster Ordnung in S gilt damit wegen Ty ee)( ) =1 und T(Ctree)(S ) =S

I'p(1)=0 und Tp(S)=S5. (A.14)

AuBlerdem gilt
(" © F) = Theo (67" 0 Tr(ed @ F)) (A.15)

was fiir S =0
rr(1@F)=F (A.16)

liefert.
Um das Verhalten von I'r(e3) als Potenzreihe in /i zu erkennen, entwickeln wir (A.13)
zu n-ter Ordnung in S. Es gilt

<%)nT1§(5®n) = %FT(S®n)+<%) Ttreen S®n Z C(%) tieel FT(Skl)@' ’ '®FT(Skl))
> ki=n
l<n

(A.17)
mit einem kombinatorischen Faktor C € Q. Wegen T (S®¥) — Tf,, .(S®%) = O(h¥) (siehe
(A.9)) erhalten wir damit per Induktion iiber n das gewiinschte Resultat

Tr(ed) =S+ O(h) bzw. Tr(ed ® F) = F + O(h). (A.18)



Anhang B

Das Quantenwirkungsprinzip

Wir notieren auf der Grundlage von [8] die zentralen Aussagen des Quantenwirkungsprin-
zips im Rahmen des funktionalen Zugangs zur Quantenfeldtheorie. Zu Details verweisen
wir den Leser auf [8] und die darin angegebene weiterfiihrende Literatur.

Das folgende bezieht sich auf Theorien mit einer gewissen Klasse von Feldern {¢;}
auf einer D-dimensionalen euklidischen Raumzeit. Im funktionalen Zugang zur stérungs-
theoretischen Quantenfeldtheorie sind die zentralen Objekte die Greens-Funktionen, d.h.
Vakuumserwartungswerte von zeitgeordneten Produkten von Feldoperatoren:

Gl-l...l-N(xl, e ,xN) == <T¢21 (ml) e gbiN (CEN)> (Bl)

Das erzeugende Funktional Z(J) der Greens-Funktionen ist eine formale Potenzreihe in
den "klassischen Quellen” J* € S (Schwartz-Funktionen).

Z(J=> (_ivﬂ/dxl-..dm JU(zy) - N (2n)Giy iy (1, 2n). (B2)
N=0 )

Z(J) ergibt sich formal aus dem Feynman’schen Pfadintegral

Z(J) :N/D¢ e*%(5(¢)+f d"”Ji(I)dh'(l“)) (B.3)

mit einem i.a. nicht definierten Normierungsfaktor N und der klassischen Wirkung S(¢) =
SO(@) + Sint(gb)-

Greens-Funktionen lassen sich durch (i.a. nichtzusammenhéngende) Graphen darstel-
len. Die Bausteine dieser Graphen lassen sich durch zwei weitere erzeugende Funktionale
charakterisieren: das erzeugende Funktional Z¢(.J) der zusammenhéngenden Graphen der
Greens-Funktionen, definiert durch

Z(J) = e w2 (B.A4)

)

und das erzeugende Funktional I'(¢/#%) der 1-Teilchen-irreduziblen (1PI) Graphen (Vertex-
Funktional) definiert als Legendre-Transformierte von Z¢(.J), d.h.

P(¢°e%) = 7°(7) - / d i (2) i) (B.5)

¢z(1‘): 8z¢

5J% ()
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wobei auf der rechten Seite J(x) ersetzt wird durch die Losung J(¢)(z) der Gleichung
¢i(x) = %. Im folgenden wird der Index ”class” unterdriickt. Fiir das Vertex-Funktional
gilt die Entwicklung I'(¢) = S(¢)+O(h) weshalb I'(¢) auch als effektive Wirkung bezeichnet
wird.

Bei der Betrachtung von Symmetrien in der Quantenfeldtheorie treten auch Greens-
Funktionen von zusammengesetzten Feldoperatoren QP(x) auf. Die Feldoperatoren QP(zx)
sind Quantenversionen der zugehorigen klassischen lokalen Feldpolynome Qi’lass(x). Ausge-

hend von einer, von zusétzlichen ”dufleren Feldern” ) abhingigen, neuen Wechselwir-
P D ;
def

kung Sint (¢, p) = Sint (@) + [ dx py(z) gass(x) ergeben sich neue erzeugende Funktionale
Z(J,p) und Z¢(J, p) von (zusammenhéngenden) Greens-Funktionen mit zusétzlichen Ein-
trigen QP(x) definiert durch

o

1N (_1/mM , ,
Z(J,p) = Z( 1]\/,?) ( 1]\/47?) /dxl"'dwN/dyl"'dyMJ“(xl)"'JZN(xN)

0
X P (Y1) - porg (U )(Thiy (1) - - biy (2n) QP (1) - - @M (yr)) (B.6)

und

Z(J,p) = e 1 Z(), (B.7)

Die Legendre-Transformation beziiglich J liefert ein neues Vertex-Funktional T'(¢,p) ab-
héngig von den klassischen Feldern ¢; und den (klassischen) dufieren Feldern p,. Das Funk-

tional 5T(6.)
D . d:ef s P
QW) T(0) = 5,0 Lo

erzeugt 1PI-Greens-Funktionen mit genau einer Einsetzung (”insertion”) von QP(y) und
stimmt zu unterster Ordnung in A mit dem zugehorigen klassischen Feldpolynom iiberein,
d.h. es gilt die Entwicklung

(B.8)

Q(y) - T($) = Qtass (v) + O(R). (B.9)

Im allgemeinen involvieren die Greens-Funktionen divergente Integrale (UV-Divergen-
zen). Durch die Anwendung eines gewissen Renormierungsverfahrens werden diese beseitigt
und man erhélt endliche Ausdriicke fiir die Greens-Funktionen mit einer verbleibenden
endlichen Renormierungsfreiheit, die durch eine Umdefinition der physikalischen Parameter
(Masse, Ladung, Kopplungskonstanten,. .. ) ausgedriickt werden kann.

Symmetrien der klassischen Wirkung werden in der Quantenfeldtheorie durch Ward-
Identitdten ausgedriickt. Sei die klassische Wirkung S(¢) invariant unter Anwendung eines
infinitesimalen Symmetrieoperators ¢

3S(¢) =0, (B.10)
so lautet die entsprechende Ward-Identitéit im Fall einer linearer Symmetrietransformation

ST(8). (B.11)
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Im allgemeinen werden die Symmetrien der klassischen Theorien beim Prozess der Renor-
mierung durch die UV-Subtraktionen gebrochen. Die entscheidende Frage lautet damit, ob
renormierte Greens-Funktionen konstruiert werden kénnen, die zu allen Ordnungen die je-
weiligen Ward-Identitédten erfiillen. Das entscheidende Hilfsmittel zur Beantwortung dieser
Frage liefert das Quantenwirkungsprinzip [7, 6]. Es macht ein Aussage iiber die Verlet-
zung gewisser Ward-Identitéiten in Form lokaler Anomalie-Terme und fiihrt die Frage der
Erfiillbarkeit gewisser Ward-Identitdten auf ein algebraisches (meist kohomologisches) Pro-
blem zuriick. Dies ist Gegenstand der algebraischen Renormierungsmethode.

Es existieren verschiedene Formulierungen des Quantenwirkungsprinzips, je nach den
Groflen, in denen die Greens-Funktionen variiert werden. Wir beschrénken uns hier auf eine
Version, die sich auf Variationen der Felder im Vertex-Funktional bezieht. Bezeichne I" =
I'(¢i, pp) das Vertex-Funktional einer Theorie mit klassischer Wirkung Sees = Sges (¢4, Pp)
zu Feldern ¢; der UV-Dimension dg, und &ufleren Feldern p, gekoppelt an Feldpolynome
QP der UV-Dimension dgr. Dann gilt:

Feldgleichung:
or -
—— =A%x)-T B.12
sy O (12
mit lokalen Einsetzungen A’(z) der maximalen UV-Dimension D — dy, und der Ent-
wicklung
Al(z) - T = e + O(h) (B.13)
Sepi () ' '
Nichtlineare Variationen der Felder:
or or ;
————=A"() T B.14
oo don() (1

mit lokalen Einsetzungen A (z) der maximalen UV-Dimension D — dy, + dg: und

der Entwicklung
0Sges  0Sges

 dpp(@) 0y (x)

AP(z)-T + O(h). (B.15)
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Anhang C

Kohomologien und
Absteigegleichungen

Im folgenden notieren wir wichtige Definitionen und allgemeine Aussagen im Zusammen-
hang mit (Relativ-) Kohomologien und ihrer Bestimmung. Wir folgen dabei iiberwiegend
[8] und verweisen den Leser zu Details auch auf die ausfiihrliche Arbeit [9].

Der Rahmen zur Betrachtung von Relativkohomologien wird gegeben durch einen zwei-
fach graduierten (linearen) Raum § und zwei nilpotente und antivertauschende (lineare)
Korandoperatoren s : § > §und d: § — §, d.h.

§*=0=d sowie sd+ds = 0. (C.1)

Wir bezeichnen die Elemente von § in Anlehnung an die typischen Anwendungen als For-

men und schreiben w! fiir eine Form mit definiertem Grad (g, p). Die Wirkung von s bzw.

d erhohe den Grad g bzw. p jeweils um eins. Der Grad p sei beschriankt auf die Werte

0 < p < D zu fixiertem D € N. In den Anwendungen in Kapitel 5 ist § der Raum der loka-

len Formen Q(M, P) zu D = d mit den Graduierungen Geistzahl g und Formengrad f sowie

dem freien BRST-Differential sg und dem #ufleren Differential d als Korandoperatoren.
Wir fiihren zunéchst den Begriff der Kohomologie des Korandoperators s ein:

Definition C.1. Eine Form w € § heifit s-geschlossen wenn gilt

sw =0, (C.2)
und s-exakt wenn eine Form 7 € § existiert, so dass gilt

w = sn. (C.3)

Die Kohomologie H(s) von s ist die Menge der Aquivalenzklassen s-geschlossener Formen
mit der Aquivalenzrelation

wr~w = w-W =sp fir neg. (C.4)
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H(s) erbt in natiirlicher Weise von § eine zweifache Graduierung. Wir bezeichnen die
Menge der Aquivalenzklassen in H(s) mit definiertem Grad (¢,p) mit HJ(s).

Wegen s> = 0 ist offensichtlich jede s-exakte Form w € § auch s-geschlossen. Die
Kohomologie von s gibt eine Antwort auf die naheliegende Frage: ist jede s-geschlossene
Form w € § auch s-exakt? Diese Frage kann genau dann positiv beantwortet werden, wenn
die Kohomologie von s trivial ist, also nur aus der Aquivalenzklasse der Null in § besteht.

Der Begriff der Relativkohomologie héingt eng mit dem Begriff der Absteigegleichungen
zusammen:

Definition C.2. Eine s-Leiter Qg zu fixierten @ und P ist eine Menge von Formen

0 ={wh_,€3.0<p< P}, (C.5)

welche die Absteigegleichungen

swgfp + dng;.ﬂ =0 (C.6)
P-1 P-2
SWo_pi1 T de_P+2 =0
wa—1 + dw% =0
sw% =0

erfiillen.
Eine s-Leiter QS heifit trivial, falls eine Menge von Formen {d)g_l_p €F0<p< P}
existiert, so dass gilt

P-1 ~P—1 ~P—2
Wo_py1 = SWo_ptdogTpiy
w% = sd)%_l.

Zwei s-Leitern Qg und Qg heiBen dquivalent, falls ihre Differenz eine triviale s-Leiter
darstellt. Die Elemente der Relativkohomologie H(s|d) von s modulo d sind die zugehérigen
Aquivalenzklassen im Raum der s-Leitern.

H (s|d) erbt von § wieder eine zweifache Graduierung. Wir bezeichnen mit HY (s|d) die
Menge der Aquivalenzklassen in H (s|d) vom Grad (g¢,p).

Die Bestimmung der Relativkohomologie H(s|d) belduft sich also auf die Losung der
Absteigegleichungen (C.6). Dazu steht folgendes allgemeine Verfahren zu Verfiigung:

Zunichst sucht man eine Losung fiir das Ende einer s-Leiter Qg

sw% =0. (C.8)
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Die Losungen dieser Gleichung liegen in der Kohomologie H%(S) von s zum Grad (@Q,0).
Eine allgemeine Losung zur Klasse [’7’82] €H %(5) lautet

w% = Tg + 37722_1. (C.9)

Einsetzen dieser Losung in die Absteigegleichung (C.6) vom Grad p = 1 liefert unter Ver-
wendung von sd + ds =0

S(wal - dn%fl) + dTg = 0. (C.10)
Zur Losung dieser Gleichung ist die Existenz einer Form %&271 erforderlich, so dass
drd + sth_1 = 0. (C.11)
Damit lautet (C.10)
s(wh_1 —dng_1 —7H-1) =0 (C.12)

was auf die Notwendigkeit der Bestimmung von H, C571(3) fithrt. Eine allgemeine Losung fiir
wékl zur Klasse [Téil] € Hégfl(s) lautet

wég,l = 7%2,1 + 7&2,1 + dn%,l + 577&272- (C.13)

Dieses Verfahren kann iterativ fortgesetzt werden und fithrt prinzipiell zu einer Losung der
Absteigegleichungen (C.6). Die entstehende s-Leiter bricht ab, falls entweder der maximale
Formengrad D erreicht wird, oder eine der nétigen Losbarkeitsbedingungen von der Form
(C.11) nicht erfiillbar sind.

Voraussetzung fiir die Durchfiihrbarkeit dieses Verfahrens zur Losung der Absteigeglei-
chungen ist die Kenntnis der Kohomologie H(s). Hinsichtlich der Anwendung in Abschnitt
5.3.3 benétigen wir also konkrete Einsicht in die Kohomologie des freien BRST-Differentials
sp in Q(M, P). Dazu geniigt es in anbetracht von (5.64) die Kohomologie von sy in P zu
bestimmen. Wir verwenden folgende zentrale Aussage der Kohomologietheorie:

Satz C.3 (Kontrahierbare Paare). Sei (u,v) mit u,v € § ein beziiglich s kontrahierba-
res Paar, d.h. es gelte
su=wv und sv=0. (C.14)

Dann hingt die Kohomologie von s nicht von u und v ab, d.h. in jeder Aquivalenzklasse
von H(s) lisst sich ein Reprdsentant finden, der nicht von u und v abhdngt.

Zum Beweis verweisen wir den Leser auf [§8], p.64.

Wie aus der Definition (5.24) von sg auf P ersichtlich wird, bilden @* und B fiir alle
a € N ein kontrahierbares Paar beziiglich sg. Damit lassen sich die Elemente der Kohomo-
logie H(s¢) durch Polynome in den verbleibenden Feldern A}, und u® sowie deren partiellen
Ableitungen ausdriicken. Durch die Wahl spezieller Generatoren der Unteralgebra von P,
die von diesen Polynomen aufgespannt wird, reduzieren sich die moglichen Kandidaten fiir
H(so) weiter. Wir betrachten die Generatoren

DAl Bupeputt® (C.15)
ue .0 Fo (C.16)

VieVi—1+ vip
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fiir [ > 0, mit der Bezeichnung (---) fiir vollstindige Symmetrisierung der Eintrige und
Fﬁy = 0 Ay — &,Aﬁ, sowie Oy, .y = Oy, - -+ 0y, Wie wieder aus der Definition (5.24) von s
auf P hervorgeht, bilden die Generatoren (C.15) jeweils zu festem [ kontrahierbare Paare
beziiglich sg, d.h. es gilt

a a
Soa,/l_,,(l,l A“) = Byl...,/mu

500y, .y = 0.

Damit kénnen alle Polynome die ein Element aus (C.15) enthalten aus der kohomologischen
Analyse von sg eliminiert werden.

Da w und F},, so-geschlossen aber nicht sp-exakt sind erhalten wir schliefllich das Re-
sultat:

Satz C.4. Die Kohomologie H(sg) des freien BRST-Differentials sg in P wird erzeugt von
den Elementen u und 8V1...VlFﬁ,/ firl > 0.
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